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Quai des Augustins , n "* 55 , à Paris ; 
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OPTIQUE. 

Recherches J'^naîise sur leé surfaces caustiques ; 
Par M. Gebgomne. 



Uans tin article ins^riî k la page ^^âjfHu pr&t^dent volume , nôns 
avons d(5mon[r(^ , d'après les îdi^es qne nous avait suggert? un tra- 
vail de M. Quetelet , quelques propriétés gi^iérales des caustiques 
planes; et ndus avons promis de montrer , dans un autre article, 
par des applications variées , combien la connaissance de ces pro- 
priélës pouvait faciliter la recherche de ces sortes de courbes. Mais 
il nous a paru qu'avant de remplir cet engagement , il convenait 
d'abord de compléter la théorie, en démontraul, pour les surfaces 
caustiques, des théorèmes analogues à ceux qu'oOrenl les caustiques 
jilanes ; et tel est l'objet unique de l'article que l'on va lire. 

Mais , auparavant nous rappellerons brièvement quelques prtncî' 
pes déjà connus , mais qu'on ne trouve développas tjae dans quel- 
Tom. XVI, n." I, i." /uiV/ei 1825. j 
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qiics ouvrages que le lecteur pourrait n'avoir pas sons la main. 



Soit IVcpialioa 



r(.r,7,--,«)=F=0 , 



dans laquelle a repr*fsente un paramètre indéterminé. A raison de 
la variabilité de ce paramètre , celte eqnation exprime nne infinité 
de surfaces courbes , se succédant sans interruption dans l'espace , 
et pouvant conséqueiïiiiient être touchées toutes par une même sur- 
face, lieu de leur* iiitersec lions consécutives , lesquelles sont en même 
temps leur lignes de contact avec cette surface qui en est dite l>n- 
veîoppe. Ou sait (*) que , pour obtenir l'équation de cette enve- 
loppe , il n'est question que d'éliminer a entre les deux équations 
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SI au lieu d'un paramùtre unique , on en avait plusieurs û , 5 ^ 
c, au nombre de n, liés entre eux par n — r équations de re- 
lation ; on considérerait tous ces paramètres , excepté a , comme des 
fonctions de celui-ci, données par ces équations. En y joignant l'équa- 
tion f=:o, on se trouverait avoir n équations; en les dilTéren- 
tiant toutes par rapport à n et iî ses fonctions , on obtiendrait 
n nouvelles équations j ei tout se réduirait à éliminer , entre 

les 2/1 équations, les n paramètres a, b ■, c, d, et les n — i 

ùb àc Ad 

'^v?on^ r.'éa'é; 

Si, par exemple l'équation était 



r(*>r. 



',)=r=Q , 



« 



-(') Voyei ton». IH, p»g. 36i. 



1 dlimiiier a 
R-o , 
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, * el — , entre les (jiialre ctjualions 
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Supposons prcsciitemcnt que , dans l'équation 

les deux paramijlres a , h soient indépendans. En faisant varier a 
seul, on oblieiidra nne inCnliv de surfaces dont l'enveloppe aura 
pour équation .le résultat de ri'liraiualiou de ce paramètre entre 
les deux équations 



V- 



r^^=o 



Mais si , dans l'équation résuUantP ou fait varier b , à son tour , 
on obtiendra une infinité d'enveloppes se succédant sans iiiterrnp- 
lioR dans l'espace , et ajant conséqueminL'nt elles-mèoios une en- 
veloppe commune. Voyons comment on pourra obtenir l'équation 
de cette dernière enveloppe. 

Au lieu de faire d'abord l'élimination de a entre les deux équa- 
tions , ce qui n'est praticable que dans des cas particuliers , nous 

pouvons , dans l'équation ( -— J=o , considérer a comme une 

fonction de B , donnée par l'équation f=o ; nous retombons donc 
ainsi dans le cas que nous venons de traiter tout à l'heure ; et 

tout sp réduit à éliminer a ^ è et — entre les quatre équations 
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\ do j~° ' V^ ùaU, )'^\. d»' J dS ~ 
/dr\ . dr . da 

Mats, en vertu de la première, la dernière se réduit à ( — • j ^o ; 

donc tout se réduit fiiialemeul à éliminer a et b , entre les trois 
équations 

Si l'on considère prt^senlemeDt que , dans ces trois équations , a 
et i se trouvent exactement traites de la mê:ne manière , on en 
conclura que , soil que n'ayant d'aburd égard qu'à la variabilité 
de a , puis ensuite à celle de b , ou que n'ayant d'abord l'gard qu'à 
ia variahilitiS de è , puis ensuite à celle de a , on cherche l'en- 
veloppe des enveloppes , on n'obtiendra jamais qu'une seule et même 
surface courbe , laquelle touchera conséquemment toutes les surfa- 
ces qu'on déduirait de l'équation V:^o, en y faisant varier simul- 
tanément j d'une manière quelconque , les deux paramètres a et b. 
Les enveloppes primitives, comme nous l'avons dit plus haut, ont 
des lignes de contact avec les enveloppés , et il en est de m^me 
des enveloppes d'enveloppes , par rapport à ces enveloppes primi- 
tives ; mais il est visible que généralement les enveloppes d'enve- 
loppes n'ont que des points de contact avec ces mêmes cnveloppi-'eg. 

Si l'équation f =o , contenait des paramètres a , h,c, d , ..,, 
au nombre de n , liées entre eux par n — 2 équations de relation , 
la question rentrerait exactement dans la précédente. On pourrait , 
ea efl'et, considérer tous les paramètres autre que a et ^ comme 
des fonctions de ces deux là , données par les n — 2 équations de 
relation. En y joignant donc l'équation ^=0 , et prenant tour à 
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tour les différenlit'lies partielles de toutes, par rapport aux para- 
mètres îndépendaiis a el i et à leurs fonctions c, à, e, ...» on 
se trouvera avoir 3n — 3 équations , entre lesquelles on n'aura & 
éliminer que 3/i — 4 qiianiit*?s , savoir, les n paramètres et les an — 4 
à£ Ac Ad àâ At Ae 

"PP""^ ïï'â'di'âi'-E'S' 

Que par exemple l'c-quation proposa spjt 

F( :r , j , z , a, h, c , a' , b' , c* ) = r=o , 
es sis paramàlres étant Ile's par les quatre relations 

tf{a,b, c , a' ,1', c^ = P=o , ^a , 6 , c , a' , i' , c') = Q = o; 

eo considérant û , h , c , c' comme des fonctions des deux parii- 
mèires indépendans a', i' , il faudra éliminer ces six paramètres et 
les luiit rapports 
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<B de 

di' ' di' 


entre les quinze équations 




r=o , S=o 


, S'=o , 



P=o , Ç=o , 

^ d« / do» "M. d» J d^' """l, <k J da' "''V do' /'+1. d«' J da' "" ' 
^. d» j di, "H. di ^ d* ■'■^ i: ydi' "n^ di' Jt\ dj' ^ dJ- ~° ' 
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(,djJd7'-K.d^Jâr'ndrJïïI'=°' Cd^'Ma")â^'-"' 

Ld;ydï;-*"^b?;dï-'+kd;Jdï^=°' V-éL'rK-^)-^-"' 

/ àP \da / dP \ d6 / àP\^ / dP -S^ y- ££ \ f£ _ 

V 1^ J d^"*'V dï j dï"H^ de / da' "^^ da' ^"""l, de' ) d«' ~° ' 

l^ da yJ d^ "'"Is. d& j di'"*"\ de J db' ~^{^ di' /"""Vd.' / db' ° ' 

• dQ \ do . 1^ ^Q \ »>* _L / ""? N ''■" if -"î ^1/' ']^ N <i^ _ 
K'î^/'d^''^\àà Jd^''^Kd^J>i''''^\ da' J'^l dC ^da'— ^' 

d^ ) dP'^yib idù-~^\ d7/di'"^l^ di^/+\ d? )db'~°' 

Ce cas est précisément celui que nous allons rencoiitror dans cl- 
qui va suivre. 

Soit S une surface quelcoïKjue , séparant deux milieux homo- 
gènes , d'un pouvoir r(?fringe»t int'gal. Soil une autre surface S' , 
située dans l'un de ces milieux , « de cliacun des puiius de Ih- 
quelle émanent des rayons inctdens , dans des direciîons qui lui 
sont respectivement normales en ces points. Considérons , en par- 
ticulier ) le rayon incident qui émane du point ( «', b' , c' ) de 
cette surface rayonnante ; et soit ( a , ^ , r ) son point d'incidence 
sur la surface séparatrice. Soit enfin ( ^ > y t -^ ) *"* quelcpnquc 
des points du rayon réfracté. 

Les trois coordonnées a , l , c , ainsi que les trois coordonnées 
a', b' y d f doivent Élre liées entre elles par des équationa de re- 
lation que nous représenterons respcctiremeni par 
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Soient faits, pour abréger 

En représentant par X , Y , Z les coordonnées courantes , nous au- 
rons pour les (équations 



!.• Ha rayon incident". 



a.' de la normaléaupomt d'incidence 



X— û= (Z— f) ; 

C çl *■ ' 



X~-a=—p (Z—c) , 



X^=- 



: (Z-^) . 



3." du rayon réfracté , 



r-t, 



^F II faudra d'abord eiprimer que ces trois droites sont dans un 

H même plan passant par le point (a, by e) ce qui donnera 

I : 

^1 



Y_i= î= (2W) 



( (i-t')-H(<-') ) { (.-«+p(.-.) }= (C<.-"')+K«-«0 ) ( (r-*)+!C'-<) ) (O 

Les cosinus des angles d'incidence el de réfraction seront respecti- 
Tetncnt 

P>—n'H-j(t-f)— (»-.') 
l/C'+f'+î')U"-"'>'+(4-»T+l'-^'( * 
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,.(,-»)+,()—>)-(.. 



d'oîi on conclura , pour les sinus de ces mêmes angles , 



r- 
r- 



( (._„-i4.p(,-..) |..).[^(t_t.)_,(„_„.) |..(,| (i-io.).,(f-,') |. 



(■+p'+?OU»-»')'+(»-''>'+i'-''r) 



<"+p'-H')l(»-»)-+(j— »)■+(«-"■) 



Si donc le rapport constant du sinus d'incidence au sinus de re- 
fraction est celui de m à n , eu divisant ces deux fonimles l'une 
par l'autre, on aura, en quarrant, 

((— »')+i>(«-''>l'+lP('-'')-»C— '1)'+{(»— 'l-Hf— t')!' (»-°)'+(y— ')'+f'-<-)' 



= ir.- (=) 



Rcmarqnons présentement que les (équations de la normale à la 
surface S' au point («', b' , c') sont 

X— û/=— /(Z— £>) , Y— ^'=— 9'(Z— f'J ; 
maïs les équations du rayon incident peuvent être écrites aiiisî 



X-a'= — (Z-c-) 



\—h'= ^ (Z— f ') ; 



puis donc que cette normale et ce rayon . doivent se confondre en 
une seule et même droite , on doit avoir 
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(«-^f)+p'(c-c')=o , (PO , (i-l,')+9'(':-c",-- 



(QO 



Cela posé ; soient prises arbitrai rcmeiit des valeurs de a' et l' , 
on en conclura celles de c' , p' , ij' ■, au moyeu de IVquaiiori S'= o. 
Ces valeurs étant substituées dans les équations (P') , fQ') , com- 
binées avec l'équation S=o , ou en tirera les valeurs correspon- 
dantes de a , j , f , ^ , ^ ; en substituant les unes et les autres dans 
les équations (i) et (a), les équations résultantes, en x^y, z, 
seront indisiinctement satisfaites par tous les points de la direction 
du rayon réfracté répondant aux valeurs particulières attribuées \ a', h'. 
Puis donc que ces équations laissent ^ , j)' , z indéterminées et , 
^'établissent entre elles que deux relations seulement , il doit nous 
Être permis d'établir, entre ces trois coordonnées , une relation lout- 
ik-fait arbitraire ; au quel cas elles deviendront alors les coordon- 
nées d'un point déterminé du rayon réfracté. Clierctions seulement 
è choisir cette relation de manière à rendre les calculs nécessaires 
pour la recherche du point {^x ,y , z) de la direction du rayoa 
réfracté aussi simple et symétrique qu'il se pourra- 
Or > si nous posons 

B réquatlon (i) deviendra 

^^ft (r-*)-i-?(»-*)=--^{(i-30+?('-O) i (Q) 

^^ on tirera de l'élimination de z — £ entre elles 

^^B /,(^_J)^(x_»)=_ ^ {^(J_J/)_y(„_„/)J . 

^^^ Tarn. XVt a 
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Ajoutant meuilire à membre les guarrés de ces équations , on trouyera 

((a-»0+p((— f))-+{p(t-f)-,C.— »0)-+((>-i')+,(t-i;0)- ^ m» 
au moyen de quoi l'équalion (3) se réduira simplement à 

C*-^)-+(r- i)-+(î-^)-=^ ((a-«')-+(*-i')'+(<— ^O'î- CV) 

Ainsi les coordonnées du point ( j: , y , z ) de la direction du rayon 
xéfracté , qui répond à des valeurs quelconques de a' et l' , se 
^déduiront Ënalemcut de sept équations 

S=o , (S) S'=o , (S') 

(."-oO+pV—^)—' . CP') (.i-i')+f'('-^'=o . (QO 

(*-»)+;,(::-£) = - ^ {{a-c')+p{'-c')) , (P) 



(r-»)+?(^-0= - -T (C*-*0+?('-'')) . 



(Q) 



(•t-»)'+(r-«)'+(--^)'= - {(.a-ar)'+(l,-h')-+(c-cr) ; (V) 

de sorte qu'en âimÎDant des Irois dernières a, h , c , r', au mojen 
idcs quatre premières , on pourra en tirer les valeurs de .r , j , x , 
en fonction des variables indépendantes a', b'. 

On remarquera que l'équation (V) est celle d'une sphère qui s 
•on centre au point d'incidence ( tf , ^ , c ) , et dont le rayon 

— v/co— o')>+(i-i')>+((>.e')i est à la distance v^(a-o')'+ct-*')'+(e— ('J" 
de son centre h. ta surface rayonnante dans le rapport constant du 
Ûnu3 de ri^fractioQ au sinus d'incidence. Quant aux ^quatîoni 
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,(P) et (Q) , on volt que ce sont celles d'une parrallèle à la nor- 
male à (S) au point d'incidence { a, 6 , c ) ; de sorte que le point 
^ Jf t y , z ) est un de ceux où celte parallèle perce la sphère. 

Si l'on voulait obtenir l'équation de la surface lieu de tous les 
points (x,y,z'), il ne s'agirait évidemment que d'iîliminer les 
six paramètres a,è}C,a'fh',c' entre les sept équations ci-des- 
sus. Cherchons plus particulièrement quelle est celle surface. 

A raison de la variabilité et de l'indépendance de a' et h' , 
l'équation (V) appartient proprement à une infiuité de sphères. Ces 
sphères ont toutes leurs centres sur la surface séparatrice (S) ; et 
le rayon de chacune d'elles est i la plus courte distance de son 
centre à la surface ra3'onnante (S') dans le rapport constant du si- 
nus de réfraction au sinus d'incidence. Cherchons la surface qui les 
enyeloppe toutes. 

D'après ce que nous avons dit au commencement de cet article, 
on voit que , pour parvenir à l'<?quaiion de cette surface , il ne 
s'agît que d'éliminer les six paramètres a , h , e , a' ^ h' ^ c' et 
Les huit rapports 



dp 



Ab 
dû' 



Ac' 
dp 



entre les cinq équations (S) , (S') , fP') , (Q') , (V) et leurs diffé- 
rentielles partielles prises tour à tour par rapport k a' , B' et & 
leurs fondions a , è , c , c* , 

Or en différentiant d'abord l'équation (V) sous ce point de Tue, 
et observant, que 



de Ac Aa A£ ib ^^ _■ ''* 

d?~ di d"^"*" did"y "-^ dr''^^d^ ' 
Ae Ac Aa Ac Ab Aa Ab 

ÂL> ~ dâ dp "^ dî dï* """'' dï^ ""^ dP ' 



=P'* 



on trouvera 
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{[(^-«)+^(-— 0]+-^ [(»-o')4v('-'']} 37' I 



"-. {('—''O+P'l.'-'O) . 



l-((f-i')+y('-<-')>i 



+{[(/-*)-K(^-'-)+ ;;;! [(i-*')+7(^-^)]) j;, j 
([(j-^)+/>C--^)H- 5-[(''^')+/'(^-^)]) 3Î-, J 

OU simplement , en venu des relations (P') , (Q') 

1=0, 

+{[;/-*) +?('-';]+ £ [(«-io+?('-*')]} j^j 

+([(/-*)+?{-— 0]+ ^ K'-^O+K'-^')]) ^\ 

or , les surfaces (S) , (S^ pouvant toutes deux être prises orbilrai-r 
rcmcnt , il s'ensuit (jue a' , h' , c' doivent i)lre lout-à-fait iiidé- 
pendans de a , ^ , £■ et cooséquemment ces deux dernières équa- 
tions ne doivent établir aucune relation entre les quatre rapports 
<)a Ab àa ûb • t , f • 

s ' d5 • TU' d? ' ""'"' "''" l"™ "" ' '^ '"" 
('-«)+^(«-^)=-^{(<'-''')+/'C'-'')) i 
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ces deux équations doivent donc , dans la rechercbe qui noiis oc- 
cupe , remplacer les deux qui les procèdent; mais ces t^iiatio^is 
ne sont autre chose qne les équations (P) , (Q) ; donc la recher- 
che de IV^naùoa de l'enveloppe de toutes les spliOres (V) , tout 
comme la reclierclie du lieu de tous les points (^ ^ t y * ^ ) se 
réduit à l'élimination (iea,i,f,a^,li',r' entre les sept équai- 
lioRS (S) , (S') , (PO , (Q'; . (P) , (Q) , (\) ; donc celle epre- 
loppe n'est autre chose que le lieu raéme des points ( s^y^z ); 
or chacun de ces points , étant celui où l'une des sphères est perciîo 
par le rayon ri'frac^té qui émane de son centre , doit <)tre normal 
k sa surface ; il le sera donc aussi i l'enveloppe qui la louche 
«n ce point; on a donc Unalemcnt cet élégant thûorc'me : 

THÉORÈME /. Dâux milieux homogènes , d'un pouvoir réfrirt' 
gtnt inégal , étant séparés par une surface quelconques , et des 
rayons incidens , situés dans Tun d'eux , étant traversés ortho— 
gonalement par une même surjare ; si des dijffèrens points de la 
sur/ace séparatrice des deux milieux , pris successivement pour 
centres , on décrit des sphères , dont les rayons soient aux distances 
de leurs centres à la sur/ace trajectoire orthogonale des rayons 
incidens dans le rapport constant du sinus de réfraction au si- 
nus d'incidence , l'enveloppe de toutes ces sphères sera une des 
surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfractés ('). 

Si l'on suppose les rayons incidons parallèles à une droite fixe, tout 
'plan perpendiculaire à cette droite pourra i}tre pris pour surface trajec* 
loire orthogonale de ces rayons , et on obtiendra le théorème suivant ; 
THÉORÈME II. Deux milieux homogènes drun pouvoir réfrin- 
gent inégal étant séparés par une surface quelconque , et des rayons 
incidens parallèles étant dirigé} dune manière quelconque dans 
tun de ces milieux ; Si , des différens points de la surface sépa- 
ratrice , pris successivement pour centres , on décrit des sphèi'es , 
àoni les rayons soient aux distances de leurs centres à un plan 



(*}M.SarrasD 



a adressé postérieure ment une démonstration dece thdorèni*, 
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fixe conduit arhitrairement , dans une direction perpendiculaire i 
celle des rayons incidens , dans le rapport constant du sinus de 
réfraction au sinus d'incidence , Tenveloppe de toutes ces sphères 
sera une des surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfractés. 

Si l'on suppose que les rayons incidens L>manent d'un même point, 
toute sphère d&rite de ce point comme centre pourra être prise 
pour surface trajectoire orlliogonale de ces rayons. En choisissant 
donc pour cette surface une sphère du rayoa nul , ou obtiendra 
le théorème suivant ; 

THORÈME m. Deux milieux homogènes d'un pouvoir réfrin- 
gent inégal étant séparés par une surface (quelconque » et un point 
rayonnant étant situé d'une manière (quelconque dans l'un d'eux , 
si, des différeny points de la surjace séparatrice des deux milieux ^ 
pris successivement pour centres , on décrit des sphères dont les 
rayons soient aux distances de leurs centres au point radieux dans 
le rapport constant du sinus de réfraction au sinus d'incidence , 
Teneeloppe de toutes ces sphères sera une des surfaces trajectoi- 
res orthogonales des rayons réfractés. 

Si l'on suppose que les sinus d'incidence et de réfraction ne 
diffèrent l'un de l'autre que par le signe , la rt-fraciion se chan- 
gera en réflexion , et on obtiendra ces trois autres théorèmes. 

THÉORÈME IV. Des rayons de lumière normaux à tous les 
points d'une surface quelconque se réfléchissant à la rencontre dune 
■^utre surface également quelconque ; si , des dijfferens points de 
la surface réfléchissante , pris successivement pour centres , on dé- 
crit des sphères tangentes à la surface trajectoire orthogonale des 
rayons incidens ; l'enveloppe de toutes ces sphères sera une des 
surfaces trajectoires orthogonales _des rayons réfléchis (*), 



(•) M. Dupin a donné une dé m on si ration géométrique fort élégante de 
eo théorème , à la p^ge tg5 de ses Applications de géométrit, Noua accueille- 
rions arec empressement une démonstration analogue de notre Thiorimt I; 
4i elle nous était adressée.' •- ^ < < 
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THÉORÈME K Des rayons àe lumière paralUîef entre eux 
se réfléchissant à h rencontre d'une surface quelconque; si, des 
différens points de cette surface , pris successivement pour centres , 
on décrit des sphères tangentes à un même plan , perpendiculaire 
à la direction commune des rayons incidens ; T enveloppe de tou- 
tes ces sphhres sera une des surfaces trajectoires orthogonales des 
rayons réfléchis. 

THÉORÈME VI. Des rayons de lumière , issus d'un même 
point de l'espace , se réfléchissant à la rencontre d'une surface 
quelconque ; si , des différens points de cette surface , pris succes- 
sivement pour centres , on décrit des sphères gui passent par le 
point rayonnant ; f enveloppe de toutes ces sphères sera une des tra- 
jectoires orthogonales des rayons réfléchis. 

Si l'on suppose que la surface trajectoire orthogonale des rayons 
incidens , ainsi que la surface séparatrice ou rénécliissante , éoirt 
deux surfaces de rc-volution ayùin même aie ; auquel cas l'enve- 
loppe de sphères sera aussi une surface de révolution , ayant même 
axe que les deux premières ; en considérant ce qui se passe dan» 
un plan quelconque , passant par cet axe , on retombera sur le» 
six théorèmes relatifs aux caustiques planes que nous avons dé- 
montras dans le mémoire rappelé au commencement de celui-ci 
.qui , de cette sorte , peut le suppléer complètement. 

On voit , par ce qui précède , que si des rayons incidens peuvent 
itre traversés orthogonalement par une même surface, ou, ce qui 
xevient au même , si ces rayons forment deux séries de surface! 
développahles , telles que chacune des surfaces de l'une des séries soit 
■coupée orthogonalement par toutes lessurfaces de l'autre série ; ce qui 
comprend , comme cas particuliers , les cas où ces rayons seraient 
issus d'un même point ou parallèles entre eux ; tant dé réfraction 
*t de réflexion qu'on voudra leur faire subir successivement à la 
rencontre de surfaces quelconques, ne pourront leur faire perdre ce 
caractère, c'est-à-dire, qu'après les avoir subies « ils pourront encor» 
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être traversas orthngonalement par une même surface , et seront 
conséquemmcnl distrihuL'S en deux séries de surfaces développables, 
telles que chacune des surfaces de l'une des séries sera traversée 
orihogonalemcnt par toutes les surfaces de l'autre série. C'est en 
cela que consiste la Belle extension donnée p&r M. Bupin aux. 
théorèmes de Malus, qui ne croyait la proposition vraie que pour 
tine premlcre réfraction on une première réflexion seulement. Ce- 
qui précède présente m^nie un moyen facile et uniforme d'obtenir 
une trajectoire orthogonale des derniers rayons réfractés ou réflé- 
chis , lorsqu'on connaît une trajectoire orthogonale des premiers, 
rayons încidens, les diverses surfaces séparatrices ou réfléchissantes, 
et les pouvoirs réfringens des divers milieux homogènes séparés par 
ces surfaces. 

Dans le cas d'une réfraction ou d'une réflexion unique, lorsque 
ïe rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction est donné , 
de ces trois choses , la surfacu séparatrice ou réfléchissaiiie , la 
surface irajecloire orthogonale des rayons incîdens et la surface 
trajectoire orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis , deux quel- 
conques étant données , on peut toujours déterminer la troisième. 

En effet i," nous avons déjù vu qu'en représentant par ^' , ^', c' 
les coordonnées de la trajectoire orthogonale des rayons iueidens , 
par a, b, c les coordonnées de la surface séparatrice ou réfléchis- 
sante , par S=:o , S':=:o , les équations respectives de ces deux sur- 
faces, par — le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction ^ 
posant pour abréger 

de Ac &c> _ ^ Ac' ^ 



lanl enfin par x^y, z les coordonnées de la trajectoire 
orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis , l'équation de cette 
dernieFe surface était le résultat de leliminadon à& a ^b ,Cya' ^b' y£^ 
entre les sept équaùoos 



" 
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(a — a') +p'{c — c')= 



(J,—bi)+ii'(c—c')=o 



">■{(*-")+/'(-— 0)+""{(<'-"')+;'('-''))=o . 

2." Si l'on demandait à quelle surface des rayons incidens doî- 
yent être normaux pour qu'après s'être r^fract& ou réfléchis à la 
rencontre d'une surface donnée, ils devinssent normaux k une autre 
surface donnée ; on éliminerait d'abord x , y , z entre les trois 
dernières équations et l'équation donnée de la trajectoire orthogo- 
nale des rayons réfractés ou réfléchis ; diïminant ensuite a , b , c 
entre l 'équation résultante , l'équation S=o et les deux équations 



(a~ai)-\-p'(c—c') = o . 



~^')+9'(f — c')=o , 



l'équation qu'on obtiendrait en a' , h' , c' , p' , if' serait l'équa- 
lion différentielle de la trajectoire orthogonale des rayons incidens. 
3.* Si enfin on demandait à la rencontre de quelle surface des 
rayons de lumière normaux à une surface donnée doivent se ré- 
fracter ou se réfléchir , pour devenir , après leur réfraction ou leur 
réflexion , normaux à une autre surface donnée ; on éliminerait 
d'abord , comme ci-dessus , x , y , z entre l'équation donnée de 
la trajectoire orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis. Elimi- 
nant ensuite a' , b' ■> c' entre l'équation résultante , l'équation 
fi's=o et les deux équations 



{a—a')-\-p'{c—c')-=o , 
Tom, XFI. 



■b')+^'{c—c')=o , 
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ré 



1 dlûerenllelle 



nation resuUaiite eii a , b , c , p , q seraiî 
de la suriace séparatrice ou léiléciiissaiiie cherchée. 

Soient dts rayons incîdL'iis iionnaus à une surface quelconque. 
Ajirés avoir «ubi tant de rt'fractious et de réflexion? consécutives 
qu'on voudra, à la n-ucoiilre d'autres surfaces séparant des luilieux 
homogènes quL'Iconques , ils deviendront tiormaus ù une autre sur- 
face; tt Ton pourra , couime daus la deruiôre question que nous 
venons de traiter , déterminer l'équation diirérenlielle do la surface 
unique à la rencontre de laquelle les rayons iucidens devraient se 
réfracter ou se réfléchir, pour devcuir imuiédiatement normaux à 
la dernière des is\.\\ surfaces , et , parce que l'équation sera dlfié- 
reutioUe , le problèuie aura une infinité de sulutîous , iiii^tue dans 

le cas de la réCcxion , pour lequel — = — r . 

Donc , pour des rayons de lumières normaux à une même sur- 
face , le^et de tant do réfractions et de ri'Jfexionj eonsécutives ijuon 
voudra j à la rencontre de surfaces (quelconques ^ séparant des mi~ 
lieux homogènes également quelconques , peut toujours être rem- 
placé , et même d'une infinité de manières différentes , soit par 
une réfraction soit par une réflexion unique. Nous revenons donc 
ici , par une route beaucoup plus briève , à la proposition que 
iious nous étions proprjsés d'établir dans la troisième partie du mé- 
moire de la page isf) de notre XIV.' volume. 

Le peu qui précède peut donc remplacer , à la rigueur , et le 
grand travail de Malus , et l'estension remarquable qu'il a reçue 
entre les mains de M. Dupin , et le long article que nous venons 
de rappeler, et enfin celui que nous avons récemment publié sur 
les caustiques planes ; de sorte qu'il ne nous restera plus mainte- 
nant qu'à offrir des applications variées de nos formules. 

A mesure qu'une science s'étend et s'enrichit de nouveaux faits , 
a dit un grand géomètre, elle en devient aussi plus compliquée ; 
et on ne saurait la simplifier qu'en généralisant et réduisant , à la 
fois, les méthodes qui peuvent être susceptibles de ces avantages. 
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C'est là aussi le bnt que ncus uous sommes efTorct^s d'atteUidre 
daus t'es&aî cju'on vient dv lire. 



ARITHMÉTIQUE PRATIQUE. 

Sur Ferveur que l'emploi des parties proportionnelles 
peut entraîner dans les calculs par logarithmes ; 

Par M. ViMCENT, Professeur de mathématiques et de physi- 
que au Collège royal de Reiras, 



1-iORSQi'E , dans les calculs par logarithmes, pour supplt^er à l'in- 
sulTiSdncc (les laLles , on a recours aux parties proporttonnetles , les 
résultats auxquels on parvient sont affectes de deux sortes d'erreurs; 
]." on suppose daburd les diffi^renccs des Ic^ariliunes proportion- 
nelles à celles des nombres auxquels ils appartiennent ; ce qui , 
même pour des nombres très-grands et très-peu differens , n'est 
qu'à peu près vrai ; 2,* en admettant cette proportionnalité , les 
logarithmes que l'on emploie pour calculer le résultai qu'on veui 
obtenir , ne sont point exacts , et peuvent ôtre fautifs , eu pins oyi 
en moins , d'une quantité qui a pour litnite une demi-unil^ déci- 
male du dernier ordre. 

Bertrand de Genève a discuté , il y a déji long-temps , reffet 
de la première de ces deux causes d'erreur C) ; mais il n'a rien 



n Tout ce qne Bertrand a si longuemeot développé sur ce ■ojet , dan» 
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dit de la second qui est pourtant beanconp plus influente. C'e$t 
en conséquence le seul poiut que nous traiterons ici où nous sup- 
poserons que , dans les limites de l'approstmatton des labiés , la 
proportionnalité entre les diBérences des nombres et celles de leurs 
logarîllunes peut être regardée comme lout-à-t'ait rigoureuse. 



•on Tolumineui onirage , nom parait ponvoir Ctre r^nît an peu qai suit ; 
Lorqu'oa clierclie , par les parties proportionnelles , le logarithme d'un 
nombre en partie entier el en partie fractionnaire , on emploie dans le cal- 
cul les logarithmes de deux nombres consécutifs des tables , ne différant 
que d'une unité ; d'uu il suit que, pour que l'emploi des parties propor- 
tiounelles soit légitime , il faut, tout au moins , que les diflérences des lo- 
galîtbmes soient constantes en mi^me temps que celles des nombres, pour 
une portion des tables dam laquelle les nombres extrcmes ne diSèreat qiM 
d'une unité. En prenant donc pour ces nombres extrêmes N^î e* W+f 
il faudra que , si L'on n'a pa» i isaareusement 

Los.N-Log.(N-ï)=Log.cN+i>-LosJf , 

on, ce qui rerient au œfme , 

la difTéreace entre en deux quantités soit au moins plus petite qu'oie 
demi-unité décimale du dernier ordre des tables; c'est-à-dire qu'en dé- 
signant par n le nombre des cbi&« décimaux admis dan* les table* , il 
Ikudra qu'on ait 

* désignant pw •• le module de nos tables vnlgains , oo a hgosreo 



^- 5v=i ='>'ls^,+r-^T=:^+7 



• (8M>-i)l 



+- 
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Nous ferons d'abord oLserver qtie les logarithmes rigoureux dif- 
. férent de ceux qu'on inscrit dans les tables d'une quantité dont la. 
!■ limite est la muicii! d'une unité décimale du dernier ordre , et 
I jjue coiiséqueinment les difl'érences logarithmiques employées peu- 
[ Veut être en erreur d'une quantité dont la limite est une unité 
rOUtÊ entière de cet ordre. En second lieu , lorsqu'on multiplie 
iLCette dilTérence par la fraction qui accompagne l'entier, dans le 
Tpombre dont on veut obtenir le logarithme, on néglige les chif- 
tfres du produit qui viennent après le dernier des chiÛ'res décimaux 
I de l'ordre des tables , ce qui afl'octe le résultat d'une nouvelle erreur , 
[ dont la limite est la moitié d'une unité de ce nit^me ordre. 



«t, comme les termes qui suivent le premier dans la série sont d'une pc- 
titense incomparable k la giesne , il suâira bien qu'on ait 



N>f/^ 



En le rappelant donc que fà^^i^zg^^Si^o .„■•• on trouvera , pour le« 
teUei 



i 5 décimales , 
k 6 décimales , 
k 7 décimales , 
à 8 décimales , 



iv> 147 . 

N> 465 , 

w> 1473 , 

N>4659 , 



•t ainsi de suite. On peut donc , dans l'usage des tablas de Callet, qui CDiPt 
meac.uat à loooo , employer les parties proportionnelles d^s l'origine. 

J, D. G. 
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Cela pose , on peut aTOÎr à résoudre ces deux questions : i .^ Éiani 
donné un nombre , déterminer le logarithme qui lui répond ? 2,* 
Etant donné un logarithme , déterminer le nombre qui lui répond^. 
Occupons-nous tour à tour de leur résolution. Mais , pour plus de 
simplicité, et alteudu l'usage oîi Ion est dans les tables de sup- 
primer les caractéristiques , considérons les logarithmes des tables 
comme des entiers , ce qui revient à prendre pour unité Tuniré 
décimale du dernier ordre des tables. 

I. Soit A'-f-/" un nombre dont on demande le logarithme ; A" 
étant un nombre entier et f une fraction , et soient l ^\ l' les lo- 
garithmes de N et A+i 9 tels qu'ils se trouvent dans les tables. 
Soient A , A' , respectivement , les quantités dont ces logarithmes 
sont fautifis en moins , les erreurs pouvant d ailleurs être indifierem- 
ment positives ou négatives ; en supposant la méthode des parties 
proportionnelles exacte , comme nous le faisons ici , on aurait 

Log.(JV4-/)=/+x+/C/'+AW-;.) ; 

mais d'abord on néglige A et A^ ; et en outre on rejette toute la 
partie fractionnaire du produit /.(J^^f) ; ^uf à augmenter le der- 
nier chiffre de sa partie entière dune unité , s'il y a lieu ; ce qui 
peut encore entraîner une erreur dont la limite est une demi-unité. 
En représentant par e cette erreur en moins , qui peut être d'ail- 
leurs positit^e OM négative, on prendra donc l^f(J[^—I) — e , au lieu 
d« /+i-h/*(/'+A^— /— A) qu'on devrait prendre ; d'où résulte Terreur 
finale 

En supposant donc que les trois erreurs A , A' , e atteignent leur 
limite ^\ , car c'est évidemment le cas où Terreur totale est plus 
considérable; cette erreur totale sera 



LOGARITHMIQUES. s3 

ï( —/+/+■)=> ■ 

Ainsi , Verreur commise par Femploi des parties proportionnelles , 
dans la recherche du logarithme d'un nombre en partie entier et en 
partie décimal , même dans le cas où cet emploi est légitime , peut 
s'élever , soit en plus soit en moins , jusqu'à une unité décimale 
du dernier ordre. 

Donc , une somme du lognrltlimes et de compMmens arithméti- 
ques de logarillimes peut être fautive d'une quantitc- dont la limite 
est autant d'unltts décimales du dernier ordre qu'il y a de par- 
lies dont cette somme se compose. 

Doiic aussi , si , dans la vue d'obtenir une puissance d'un nom- 
bre , un uiulllplie son logarithme par l'exposant de la puissance , 
le logarithme produit pourra Otre fautif d'autant d'unités décima- 
les du dernier ordre qu'il y aura d'unités dans l'exposant de la 
puissance. 



H. Passons à la seconde question. Soit proposé de déterminer 
le nombre auquel répond un logarithme donné l-\-d , compris en- 
tre deux logarithmes consécutifs / et /' des tables , répondant aux 
nombres, aussi consécutifs, N et N-\-i. On répute pour le nom- 
bre cherché 



^'+ 



l'—l 



mais d'abord , le logaritlime donné /+(/ n'étant poussé qu'au ui^me 
degré d'approximaùon des logarithmes des tables , d est passible 
d'une erreur positive ou négative en moins qu'on peut représenter 
par 5 et dont la limite est ~. En outre , les deux logarithmes des 
tables / et /' peuvent, comme ci-dessus , Oire faniifs en moins des 
quantités ,/)05('//>ff ou négatives A et À' , dont la limite est également 
une demi-unité ; enfin au lieu de d on devrait prendre l-^d-{8—{lJfX) » 
eesl-è-dire d'^ià — A, ; de sorte que le uombrçdcm^uil^ «sliéeU,emcïit, 
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i 

en prenant donc sa différence avec l'autre , on aura , pour Ter- 
xeur commise 



gu 9 en représentant par D la différence des tables \ 

or , il est manifeste que cette fraction sera la plus grande possible » 
lorsque 5— A aura la plus grande valeur positive et V — A la plus 
grande valeur négative possible , c'est-à-dire , lorsque la première 
de ces deux quantités sera égale à +i et la seconde égale à — i ; 
de sorte que la limite de l'erreur commise est 



2)(D— I) 



Présentement » si , au lieu de corriger le nombre N par addi- 
tion, nous eussions voulu corriger le nombre iNT+i par soustrac*- 
tion y nous aurions eu alors pour limite de l'erreur , en faisant 
exactement les mêmes raisonnemens et les mêmes calculs » 

D+(D-£) 

D(D— I) 

Cela posé , â est toujours compris entre o et D , et la première 
fraction croît en même temps que lui; mais quand on a i/>-jZ>, 
on peut prendre la seconde ^ qui est alors moindre ^ de sorte que 
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le ûîaximam d'erreurs repuiid à d^ ^D ; ce maximum est donc 



t , 



3 



qOantit»? qui croît de plus en plus , à mesure que B diminue ou 
qu'on aviiiice davantag» dans les .taMes. ^ 

Par exemple , dans les tables de Lalande , où la plus petite dif- 
férence est 4 » le maximum de l'erreur est y^o,5 d'où il suit qu'en 
employant ces tables à la rechprche d'un nombre voisin de dix 
mille , i l'aide de Son logarithme , on ne pourra pas compter sur ' 
le chiffre des dixièmes. Si ce sont tes tables de Callet dont on falï 
usage , comme leur plus pclite diOerence est 44 > '^ maximum de 

3 
l'erreur sera =o,o35 , de sorte qu'en employant ces tables 

A ia recherche d'un nombre voi-jin de cent mille i l'aide de son 
logarithme, on ne devra pas compter sur le chifire des centièmes. 
. . Si l'on veut dc^ierminer quelle doit être la valeur de D pour 

que le nombre cherché ne soit pas fautif de la fraction — , il fau- 
dra satisfaire k l'im^galité 



acD— I) 



+ - <- 



d'où Z)>3/7-|-i. 



Ainsi , malgré ce que nous venons de dire , on peut , en employant 
les tables de Lalande, compter sur le chiffre des dixièmes, lors- 
que les dlirérences tabulaires ne sont pas moindres que 3i , c'est- 
à-dire , lorsque le nombre cherché est compris entre looo et i^oo 
environ; et, en employant les tables de Callet, on peut compter 
sur les centièmes , lorsque les dîtFérences ne sont pas moindres que 
3oi , c'est-à-dire , lorsque le nombre cherclié est compris entre loooo 
et lif-îoo environ. 

Bans une autre note nous nous occuperons des tables des fouc— 

lions circulaires. , 

Tom. Xn. i 



QUESTIONS 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du premier des deux problèmes de géométrie y 
énoncés à la page 244 c?« précédent volume ; 

Par M. C. C. Gehono. 



JrROBLÈME. A un cercle donné instrire ou circonscrire un tr!an~ 
gle , àont /es trois eàtés forntpnt unf pc^nriinn enntinite , par àif- 
fèrcnce ou par tjuottent , doni la raison soit donnée ? 

Cet énoncé renferme évidemment quAtre problèmes que noue 
allons traitei successivement. 

]. Triangle inscrit. 

Soit R le raj'on d'un cercle auquel on propose d'inscrire oa 
triangle dont les trois côtés forment une proportion continue. Soient 
a i y t X les trois côtés du triangle, en désignant par T l'aire de 
ce triangle , on aura 

.6r=(*+r+^)(r+«-«)(r+*-r)(»+r-i)i 

mais d'an autre côt^ on sait que 

donc en substituant " 
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Gela pose , i .* sî les trois côtés doirent former une proportion 
continue par différences , en désignant par 4/ la raison donn^ de 
celte progression 9 on aura 

ce qtd donnera , en substituant et réduisant , 

ou bi«B 

y«— (2//'H-3-R*)/+</'(^+iaJî*)=o ; 

d'où Ton Toit que y si le problème est possible , il admettra deu 
<ûlutions« On tire de là 



r=y 



aJ43n« ±3fi V'^'— 4^" . 



de sorte que le problème ne sera possible qu'autant que la raison 
d n'excédera pas la moitié du rayon du t^ercle donné. 

Le côté y étant déterminé par cette formule facile à construire, 
on en conclura x^^y^-^d et zssy+d; et la solution du problème 
s^achevera sans difficulté. 

2.^ Si les trois côtés doivent former une proportion continue par 
quotiens y «n désignant par y la raison donnée, de cette progres- 
sion^ on aura 

•e qui donnera 9 en substituant dans Téquaiion {i) «t réduisait 
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d'oà 

r 

d'où l'on voit que le problème est toujours possible , et n'admet 
qu'une solution unique. 

De la valeur de j, on conclura celles de jr=- çt dez=:^y^ 

et la solution du problème s'achèvera sans dUEculté. 

n. Triangle circonscrit. 

Soit r le rayon d'un cercle ^ auquel on propose de circonscrire 
un triangle dont les trois côtés forment une proportion continue. Soient 
X ^. y ^ z les troîb c6i^ du uiangle ; en désignant paf T y comme 
ci-dessus > Taire de ce triangle , on aura 

i6r=:(x+j+z)(jr+z-:r);z+ar-:,r)(^+jr— z) ; 

y 

mais 9 d'un autre côté on sait que 

:ir=r(jr+j+z) d'où 47'=^X^+r+-)* î 
donc , en substituant 

. Cela posé^ I.** si les trois côtés doivent former une proportion 
continue ^par différences , en désignant par d la raison donnée de 
cette progression , on aura 

•e qui donnera, en substituant et réduisant 
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«t par suite 






quantité facile i construire , si Ton remarque que 3r' est lé quarrë 
delà corde du tiers de la circonférence. On voit que le problème ^ 
toujours possible , n'admet qu'uae soluti^q. unique. 

De la valeur de y <m conclura celles de.^=j— ^ et 4e z^y+di 
et la solution du. problème s'achèvera sans difficulté. 

2.^ Si les trois côtes doivent former une proportion continue par 
quotiens ; en désignant par ç la raison de cette progression , on aura 



V 



ce qui donnera i en substituant dans (a) et réduisant ; 



et conséquemmçsQt 



^ 



i+9+Ç* 



i«M 



(i-H-î')(i+f>— 7)(y+f— 1) • 



On voit que le problème , toujours possible, n'admet qu'une sola«^ 
tion upique* 

TXé la valeur de y^ on conclura celles de x=z — et de zs^f : 

• • - -, 

et la solution du problème s'achèvera sans difficulté. 
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Démonstration du théorème de Statique énoncé à îa 
page 272 du présent volume ; 

Par M. Lehthéric , docteur fes sciences , professseur aa 
collège royal de Montpellier, 
M. Sarrus , docteur es sciences , professeur au col- 
lège de Pézenas , 
M. A. E. MoREL, capitaine au corps royal d'artillerie, 
Et M, QuERRET , professeur de mathématiques trans- 
cendantes à la faculté des sciences de Montpellier. 



J. HÈORÈME. Si des forces , au nombre de n , agissant sur u/i 
même point O de Fespace , sont représcinée» , en intensité et en 

direction , par des droites OP, , OP, , OP, , OP„, issues de 

ce point , le centre M des moyennes distances des points P, , P, , 
P, , ....P„ sera un des points de la résultante de ces forces ; et , si 
cette résultante est représentée en intensité et en direction par 
OR, on aura OR=iixOM. 

Démonstration. Trois des d'.'monsiralions que nous avons reçues 
se ressemblent pour le fond. Dans toutes on a rapporté le système 
à trois axes rectangulaires passant par le point O ; seulement M. 
Sarrus a fait passer l'axe des z par le point M ; et , comme il en 
résulte quelques simpliilcations > nous adopterons un pareil choix 
d'axes de coordonnées. 

Soient alors ( x, , ^, , z, ) , ( x, ,y, , z, ), ( ^b , /n» -^n) 

les points que nous avons désignés par P, , P, , V„; on aura 

d'après la situation de l'axe des z 

*«+*»H-^i+ +^- = » 

J'«+r«-b'i+ 4:>',=o . 
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Soient ensuite X , Y , Z les coordonnées du poini R : si l'on d^ 

tompose la résultante OR suivant les trois axes , X , Y , Z ea se- 
ront les composantes , et l'on devra avoir 

'ï=r.+r.+r)-*- +r» • 

Z=z.+z,4-z,+ +^„ ; 

on anra donc aussi 



X=o , 



Y=o 



Z = n.OM 



la résultante OR est donc dans l'axe des z , et passe ainsi par le 
point M ; «i l'on a de plus OR^z = «.OJVI (*). 

M. Lenthéric oWrve , comme l'avait déjà fait M. Gerono à qui 
l'on doit le tliéotème que , quelle que soit la position du point 
G , dans l'espace , la résuUaJiie OR passera toujours par le même 
point M. 

Il remarque encore que , si l'on a un tétraèdre OABC « et qu'on 
Joigne par une droite OM le point O avec le centre M des moyen- 
nes distances des trois points A , B , G , ia longueur OM sera di^ 
rigée suivant la diagonale OR du parallélipipède construit sur OA, 
OB , OC , et sera le tiers de la sienne. 

M. Querret a suivi un autre tour de démonstration, II remarqua 
d'abord que , dans le cas de deux forces , la vérité du théorème est 
manifeste , puisqu'il n'est alors que le principe du parallélogramme , 
énoncé sous une autre forme. Il démontre ensuite que , si ce théo- 
rème est vrai pour n force , il sera vrai encore en introduisant 
une nouvelle force dans le système , ce qui est également sans dif- 
ficulté , et il en conclut que ce théorème est vrai quel que soit le 
nombre des forces. 



{*) Voyei aussi la page 3i4 du précédent volume. 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème dOptique. 

Xjorsque les rayons solaires pénètrent obliquement dans une-J 
tasâc de porcelaiue blanche, il se furme , au fond de Iti tasse, e 
causiique bieo prononce. Oa propose de trouver l'équation de-.J 



Problèmes de Géométrie. 

ï. Etant (îonni'es les deux extrémités d'une droite que quelque- 1 
«bstacle situé entre elles empêche do tracer , ainsi que les dei 
«xtréniités d'un^ aiiiro drnîie ijuc quelque obstacle situé entro eHe&l 
empêche également de tracer ; construire une droite qui r:ontienna- J 
le point de concours dé ces deux là, en n'employant, s'il est pos-J 
'Sible , que la règle seulement ? 

II. Etant données deux droites que quelque obstacle empêche âtl 
prolonger jusqu'à leur point de concours, ainsi que deux, autret 
droites que quelque obstacle empêche également de prolonger ius>j] 
qn'à leur point de concours ; construire un des points de la droite 
qui joindrait le point de concours des deux premières au point de 
concours des deux dernières , en n'employant , s'il est possible , que 
ia. zêgle seulement ? 

;in.. i' ■ ^ _ . 

.V]', ' Théorème de Combinaisons. 

Si un polyèdre régulier a m faces de n côli^s chacune , on pourra 
.appliquer m couleurs dilTérentes sur ses faces d'un nombre de ma- 
ùère exprimé par 

■ ».2.34 (m-a)Cm-i) 
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GEOMETRIE DES SURFACES COURBES. 



Ihéorèmea sur Vhyperboîoïde à une nappe et sur la 
surface conique du second ordre ; 

Far M. L. F. Magnus. 




' OoiT une hyperboloïde à une nappe rapportée à ses axes et don- 
I née par l'équation 



c'jr'-^-flV^y'— 



(.) 



On sait <jue cette surface peut , tout aussi bien que le cône , ^Ire 
engendré par le mouvement d'une droite. Prenant donc pour les 
équations d'une génératrice quelconque 



x=mz-\'g , 



y=nz-{-h ; 



(K) 



nous exprimerons que cette génératrice est sur l'hyperboloïde en 
exprimant que l'équation en z résultant de la substitution des va- 
lelirs (K) de ;r et j dans (i), laissent cette coordonnée indéter- 
minée. Or , cette équation est 

iV(/nz-|-^)*+cV(/iz+/;)'— (i'i'j'^a'3V=ïa , 
ou bien 

de sorte qu'on doit avoir, à la fois, 

Tom. Xri, n.» 77, i.*' août i8a5. 5 
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b*mg-\-a*nh =o , f (2) 

Si riiypérboloïde n'est pas de révolution , sbs deux demi-axes 
transverses a tx. b sont inégaux. Soit a le plus grand des deux ; 
et considérons , dans le plan des xz , les deux droites données 
par l'équation j=o combinée avec la double équation 

jrj/KP'q:zt/^V^=o ; ^p) 

droites que nous nommerons lignes focales , à raison des proprié- 
tés que nous allons démontrer leur appartenir y et qui se confon- 
draient toutes deux avec Taxe des z , si l'hyperboloïde était de 
révolutiou. Si nous désignons par p et p^ les apgles que fait la 
génératrice (K) avec les deux droites (F,F^) , et par y,y^ les sup- 
ptémens de ces angles , nous aurons 

Los./? =— Cos.^ =n — A ■ - ' . 

^ ' — K (i+m«+/i«)(a>+c») 



Cos.p'= — Cos.9/=-+- -7^===^TT 



— • 



En chassant /i» de cçs formules, au moyen de la première des 
équations (2) elles deviendront 

Los.p =-— Cos^ =:^ac^ - 

De là on conclura 



\ 



• 
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Sîii.p =Sin.7 = 



i'\/l>'- 



:'\/Z 



VW 



«•)[•'(»'+«')+"■'■■("■-»')] 



,.i/i'+f+TOV»— f 

et par suilc 

Co!.(;,4-/)=Cos.(y+/)=+ ^! , 

quantité constante , puisque m n'y entre plus. En outre , la tan- 
gente de l'angle des asymptotes de la section de l'Iiyperboloïde 

qui contient les lignes focales étant ^ ^ , son cosinus sera -^ ; 

de sorte qu'on a ce théorî-me : 

La somme ou la différence des deux angles tjue fait h droite 
génératrice de thyperholoïde à une nappe dans toutes ses positions ^ 
avec les deux lignes focales de cette surface est constante , et égale 
à Pangle des asymptotes de la section faite dans t hyperboloïde 
par le plan tjui contient ces lignes focales. 

Si , au lieu de considérer Ihypcrboloïde , nous eussions consi- 
déré la Surface conique du second ordre donnée par l'équatîon. 

iV'jr'-f-a'c'j' — a*h*z'=o , 

dont les lignes focales auraient toujours été détenuiuces par la dou- 
ble équation 

le calcul aurait été exactement le même ; de sorte qu'on a aussi 
le théorème sulvaiil : 
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La somme ou la différence des angles que fait la droite géné- 
ratrice de la surface coniijue du second ordre , dans chacune de 
ses situations , avec les deux lignes focales de cette surface est 
constante et égale à tangle des deux droites qui résultent de la 
section de cette surface par le plan des lignes focales. 

SI l'on conçoit une sphère , de rayon quelconque , ayant son 
centre an sommet ou centre de la surface conique, les deux nap- 
pes de cette suriace déierniineronl sur la splière deux courbes fer- 
mées , égales et opposées , f l les deux lignes focales perceront cette 
sphère en quatre points , situés sur la circonfiTence du grand cercle 
qui coupera les deux courbes en deux parties égales. Ces points 
diviseront cette circonférence en quatre arcs dont les opposés se- 
ront égaux, et les milieux de ces arcs seront symétriquement situés par 
rapport aux deux courbes, dont ils pourront être considérés comme les 
centres sphériques. En ne considérant que l'une des courbes et les 
points de son intérieur par où passent les lignes focales de la sur- 
face conique, on pourra appelfr cette courbe une ellipse sphèri- 
yutf , dont ces deux mêmes points seront \<i% foyers. On pourra, 
au contraire , ne considérer que les parties des deux courbes les 
plus voisines l'une de l'autre , et appeler l'ensemble de ces deux 
parties une hyperbole sphèriifue , laquelle aura poui foyers les foyers 
des deux courbes les plus voisins de leurs sommets. En appelant 
«n outre, rayons vecteurs les arcs de grands cercles qui joigneut 
les dillérens points de l'une ou l'autre courbe à l'un des qualTe 
foyers, on aura les deux théorèmes sulvans : 

La somme des deux rayons vecteurs des diffèrens points d'une 
ellipse sphérique est constante et égale à la longueur du diamètre 
de cette courbe qui contient ses deux foyers. 

La différence des deux rayons vecteurs des diffèrens points d'une 
hyperbole sphérique est constante et égale à la longueur du dia- 
mètre de cette courbe qui contient ses deux foyers. 

Si, le centre de l'ellipse ou de l'hyperbole sphérique restant 
fixe» on conçoit que le centre de la sphère s'en éloigne continuel- 



SPHERIQUES. 



3? 



lement , en suivanl constamuieiit la direction du rayon qui passe 
par ce point , la surface de cette splière tendra sans cesse à de- 
venir plane , et le deviendra en efïet , lorsque son rayon sera de- 
venu infini ; mais alors les rayons vecteurs des deux courbes de- 
viendront des lignes droites , de .sorte qu'on parviendra ainsi aux 
propriétés de lellipse et de l'hyperbole ordinaires , lesquelles ne 
sont ainsi , comme on le voit , qu'un cas particulier des proprié- 
tés de l'ellipse et de l'hyperbole sphériques. 



Soit {x',y',z') un des points de la surface conique doone'e par 
l'equation 

h*c'x*-{-a*c*y* — û*i'z'=i:o ; 

le plan tangent (TJ à cette surface en ce point aura pour équation 

b*c*x'x-\-a*c^y'y — a*b*z'z=io ; - (T) 

il touchera dailleurs la surface conique suivant une génératrice (G). 
Conduisons présentement , par celte génératrice et par les deui 
lignes focales (F, F'), deux plans (V, V') que nous appellerons 
plans vecteurs; l'équation commune à ces dtux' plans sera 

en désignant par Ô , 6' les angles dièdres que forment ces deux 
plans avec le plan tangent, on trouvera 



(^0 
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Or, le point {x\y\z') t'taiit sur la surface conique, on doit avoir -l 

Sul)stiluaiit , dans les di-iiomina leurs de Cosô et Cos,9', la valeur 
àe.y" Urée de cette dernière é-qualion , on trouvera , en réduisant , 






angles ne dlflërant ainsi que par le signe, 
sont supplément l'un de l'autre, de sorte 



les cosinus de ces deux 
il en faut conclure qu'il 
qu'nn a ce théorème : 

Le plan langent à une surface conique du second ordre divise 
en deux parties égales deux des quatre angles dièdres formés par 
lei deux plans vecteurs de la ligne de contact ; d'oii il suit que 
les deux angles dièdres restants sont partagés en deux parties éga- 
les par le plan normal conduit suivant la même droite. 

Donc aussi : L'arc de grand cercle normal en l'un des points 
d'une ellipse sphèrique et Tare de grand cercle tangent en tun des 
points d'une hyperbole sphèrique partage en deux parties égales 
(angle formé par les deux rayons vecteurs de ce point. 

Après être parvenus aux lliéorèmes que nous venons de démon- 
trer, nous avons cherché si déjà ils n'auraient pas été publiés par 
d'autres ; et nous avons rencontré ( Noca acta PetropoUtana 
tom. ni ) un mémoire de Fuss où il est question de la courbe 
qui est le lieu des sommets des triangles sphériques ayant base 
commune et la somme do ll^u^s deus autres cùlés constante. \\ 
suit immédiatement de nos théorèmes que cette courbe n'est autre * J 
cliosc que l'intersection de la spkère avec une surface conique da 
second ordre ayant même centre qu'elle ; et que cette courbe est 
ausa le lieu des sommets des triangles sphériques , ayant base corn- 
tquiie , dans lesquels la diÛ'érence des deux autres côtés est cous- 
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lante , ce que Fiiss n'a point romar(]«t'. II rsl en oiUre ais*! de 
voir que cette courbe est une des lignes de courbure de la sur- 
face conique , l'autre étaul la droite Jji'néFalrice (*). 

lîcriiii , le jg mai 1823. 



TRIGONOMETRIE. 

RecJiercîies sur les sommes de puissances semblables des 
iinus et cosinus des dissions de la circonférence ; 

Par M. Lenthéric , docteur es sciences , professeur de 
mathématiques et de physique au collège royal de 
MonlpelUer. 



KJa sait que , A étant un nonibrc ouUer positif quelconque , on a 

('Cos. — +v/=^Siii.^ Yrr^Cos 2A«T+^/r7Sin.2/^7;T=i ; 

d'où il suit Jqite 1rs m racines de l'équaiion ^" — 1=0 sont 

(•) Suivant la remarf|uo qui a i\é faile ( lom. XV , pag. 3o2 ) , au protlcme 
dont il vient d'iître (lueslioii, répon>l nécessaireincnl k tel aiili-e proLItme: <^ueUe 
est Venvêloppe dis base» de tous Us triangles sphèrùjues <jui ont l'angle au som- 
mât commun , et dans lesquels la somme ou la différence des deux autres onglet 
est constant*. Sa resolulion se rëduil à ce (jui suil : cljerehcz le lieu des »om- 
niels des triangles ipWriqucs ayant base commune se terminant aux pôle» des deiii 
cités de l'angle an sommet dont il s'agil , cl cîans lesquels la somme des deux 
autres cût^s loit dgale i une circonférence moini la sotnme conslanle des deux 
anf;les dont il s'a^l , ou bien dans lesquels la différence des deux autres càl« 
■oU légale à la dilTéieDCC d« cei deux mêmes angles ; et ca lieu sera l'enve- 
loppe demandée. 

. ^ . ■ . -1 /• ^* C, 



<o 
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Cos.^+/=;Sm. '-, 
Cos. — • -|-^/irïSin. — , 



Cos."+i/ = 



(0 



Cos. J-y''_iSin. , 

donc , en verta du même lliéorème , les n.^" puissances de ce» 
racines seront respectivement 

Cos. — - +1/" Siii. , 

Cos. ^Ji-y/-=;S\n.^ , 



Cos. \-^/—iSm. . f '" ■' 



Mais , d'un autre côlé , le tliéorème de Newton sur les sommes 
de puissances semblables des racines d'une ^nation quelconque , 
prouve que la somme des n."" puissances des racines de l'équa- 
tion jr" — I ^o est égale à m , ou nulle , suivant que n est ou n'est 
pas multiple de m ; donc , en supposant n<,m , la somme des fonc- 
tions (2) doit f Ire nulle , cl consequemment la partie réelle et la 
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parlie imaginaire de celle somme doivent séparumcnl s'aiiéanlir. On 
a dune , pour «</n , 

>S. . 20J-[-CoS,2 .3(0-|-C0S.3 .2lO-\-...,.~\-C0S.m . — . £W = , I 

11. — .2to-|-Sin2 — .2(o+Sin.3 — .noi-^ ....-\-SiTi.m . — .2(0^=0 ; \ 

c'esi-à-dire , 

Xa somme soit des sinus soit des cosinus de tous les multiples 
d'une Jraction quekontjue de la circonfirence , à partir du sinus 
ou du cosinus de cet arc lui-même , jusqu'à autant de fois cet 
arc f/u'il y a d'unités dans le dénominateur de la fraction dont 
il s'agit y est constamment égale à zéro. 

Si , PII pariiciilicr , on avait n^=m , la somme des sinus serait 
encore nulle ; mais la somme des cosinus serait alors égale ù m. 
C'est d'ailleurs uue chose manifeste , puisque chaque sinus serait 
iiul , et chaque cosinus égal à l'unité. 

On sait que , p étant un nombre entier positif quelconque on a 

Cos/;r= ^ j Cos.;ï:r+ -^ Cos.f;»— 2):ï:+ -^ - ^ Cos.(/»-4)^-+-! , 

pourvu que l'on s'arrête dès qu'on ne rencontrera plus d'arcs posi- 
tifs , et que , quand p sera un nombre pair , on ne prenne que 
la moitié du terme qui contiendra l'arc nul. De cette formule ou 
conclura , sous les mêmes conditions , 



(3) 



a(p— 3)w p p— I 



= _i_ C os. ^+^ Cos. ;i!=:i^+-!i.£=^ Cos. :ii=!^ +., 



=(p-4)- 
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I m ' I 2 m ■ J 






» 



• Cos.p =-— r(Cos. — - — h — Cos. — ^ — i^+JL.i: — Cos. h-w • 

En prenant la somme de ces équations , on aura d'abord ^ par la 
première des équations (3) , 

Cos.i^ + Cos. J^ 4, Cos. ~ + -..M..... 4-Cos. ^^^^^ =0 , 
Cos. f- Cos. — ^^ + Cos. — ^ H .......... +Cos. ==0 y 

m ' mm m 

Cos.f^£=^+Cos. «£=i^+cos.fi^=«L+ +COS. 2!:^^^=^ =0, 

m m m * m 



Quant à la somme des derniers termes des seconds membres , il 
faut distinguer deux cas, i.^ si p est impair, elle sera nulle , comme 
les autres, et Ton aura conséquemment, en changeant p en 2/2 -f- 1 , 



(C-'V) +(<='»-v) -K'^'^-v) +...-... +(cos. i-) =„, (4) 



Cos. — J 

c'est-à-dire , 

Sî y ayant divisé une circonférence en un nombre quelconque de 
parties égales , on abaisse de touf les points de division des per^ 
pendiculaires sur un diamètre mené par Fun d'eux ; là somme des 
puissances impaires d'un même degré quelconqfte des distances du 

centre aux pieds de ces perpendiculaires ^ prises avec leurs signes ^ 

sera égale à zéro. 



\ 
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2.^ Si y au contraire , p est un nombre pair , les derniers co^ 
sinus seront égaux à l'unité «t auront pour coefficient commun 



;?— 2 



a 



I a o 



ou ) en changeant p en 2/^ 



. I 



V» an— X . an— 2 n+i 
— * •; ; 

X a 3 n 



il faudra donc prendre m fois la moitié de Tun de ces coeiHciens 
et multiplier le résultat par ou ^^J^ ; ce qui reviendra à 

multiplier de suite ce coefficient par -7^; on aura donc 



r ^ awV" . / r- 4»^ , r r> fi^'V" I i f n 2mw\«« an an— -i* n+x 

^aCos.-) +(:^Cos.-J +[aCos.-J +....+(^.003.—; =:^.--^ ^ ; (5) 

f 

c'est-à-dire , 

Si y ayant diçisè une circonférence en un nomhre quelconque de 
parties égales , on abaisse de tous les points de division des per* 
pendiculaires sur un diamètre mené par Vun d'eux ; la somme des 
puissances paires d'un même degré quelconque des doubles des dis tan- » 
ces du centre aux pieds de ces perpendiculaires sera égale à la même 
puissance du rayon , prise autant de fois que la circonférence aura 
de points de division et multipliée ensuite par autant d unités qu^on 
peut faire de produits différens de moitié moins de facteurs qu'il 
y a d'unités dans t exposant de la puissance ^ at^ec autant de foc-' 
ieurs que cet exposant a d unités. 

On. sait aussi que, quel que soit ^ ^.on a 



U SOMMES DE PUISSANCES DES SINUS ET COSINUS. 
[ Sin.jr J =-^ ^ I Cos.4nx — . — Cos.(4n — 2)0:+ — . Cos.(4/i— 4)-^— ^— •••!! 



« ) 



(Sm.xy*"^-h -^ |sin.(4«+i>— iîî±ISin,(4«— 1>+^'--^ Sin.(4/î— 3)ar 1, 

f^Sin.^ j =— — jT77|Cos.(4/ï+2)^— • Gos.4/2-^ + Cos.(4/2— 3)jr— .... 

( Sin.or J = 5f7:;::7!Sin,(4/2+3)x— i2 Sin.(4/î+i)ar-( Sin.(4/ï— i)jr— ..,-.1} j 

pourvu qu'encore ici on arrête le développement dès qu'on aura 
plus d'arcs positifs , et que , dans les première et troisième for- 
mules, on ne prenne que la moitié du terme qui contient le co- 
siqus de l'arc nul. 

Si , dans . chacune de ces formules , on substitue successivement 
pour X y comme ci-dessus y les arcs 

av iw 6» %mw 



m ui Tn m 

et qu'en ayant égard aux formules (3) on prenne là somme des 
équations résultantes , on s'assurera que 

et que 

ce qui revient à dire que les deux théorèmes démontrés ci-dessus 
subsistent encore y en substituant aux distances du centre aux pieds 
des perpendiculaires les longueurs même de ces perpendiculaires. 
La chose était loanifeste pour le cas oà m est multiple de quatre, 
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puisque les perpcnilicnlaires ne sont que les distances du centre 
aux pieds des perpeHdicuIaires abaissées des points de division sur 
un diamètre perpendiculaire au premier , lequel passe aussi alors 
par un point de division; mais elle avait besoin d'tUre directe-- 
tentent établie pour les autres valeurs de m. 



GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Suite de l'examen de quelques ienlalives de théories 
des parallèles (") ; 

Par M. Stein , professeur de mathématiques au gymnase 
de Trêves, ancien élève de l'école polytechnique. 



Au Rédacteur des Annales ; 

Monsieur , 

JJans les notes dont vous avez bien voulu enrichir mes remar- 
ques sur quelques thi^ories des parallèles , vous observez que je 
no m'explique pas sur les théories dans lesquelles on considère 
l'angle , avec Bertrand de Genève , comme tine portion de surface 
indériuie. Je vais tâcher ici de réparer celte omission. , 

IjCs théories dont il s'agit peuvent se diviser en deux classes : 
dans les unes , on compare la surface angulaire à celle d'une bande 




(■) Ceci fait suite k l'article de i» page 77 du précédent volume. 
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icrmince par des perpendiculaires à nue même droite, landis que, 
dans les autres , on compare entre elles deux surfaces angulaires. 

Toïci , en peu de mots, de quelle manière on cherche à prou- 
ver que la surface Indéfinie d'un angle, quelque petit qu'il soil , 
est toujours plus grande que celle d'une haiide quelconque. 



Soit BAC un angle arbitraire, regarda comme indéfini, et soient 
AB et DE des perpendiculaires indéfinies sur AM. En faisant tour- 
ner la surface angulaire BAC , alternativement et dans le même sens, 
autour de ses deux côtés , i\ commencer par AC , on pourra la ré- 
péter tant de fois qu'on voudra ; et il ne faudra le faire qu'un 
nombre fini n' de fois pour couvrir ou même pour excéder la sue 
face angulaire indéfinie BAM. Mais si , au conlraire , on fait tourner 
la baiide BADE , alternativement et dans le même sens autour de 
ses deux côtés AB et DE , en commençant par ce dernier . quel- 
que nombre fini de fois qu'on répète cette opération, on ne par- 
viendra |atnais à couvrir cette même surface angulaire BAM; donc, 
côl»éltit-oh , /i.BAOn.BADE ; donc aussi BAC>BADE ; ce qu'il 
fallait prouver. „ 

Examinons présentement si _cc raisonnement peut Oire admis. 
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A M N 

Considérons un secteur circulaire BAC , de rayon variable , tt 
un rectangle PMNQ , de base constante MN et de liuuteur variable. 

La surface du secteur sera tsrf -ttt- \ AB , et celle du rectangle 
MN.MP. 

Supposons maintenant que l'on fasse croître le rayon Ali sui- 
vant une progression dont la raison soit :i , et la hauteur MP du 
rectangle suivant une autre progression dont la raison soit 4 i alors 

le n.""* secteur aura pour expression t» ( --7- ], Ali, 2'", et l'ex- 
pression du n.™' rectangle sera MN.MP.2*". Eij divisant la dernière 
surface par la première, on trouvera, pour leur rapport, la quan- 

/ 36o \ MN.MP . , , . , 1 j 

tite constante I 1. — =^- ; et nen n empêchera de prenure A 

ou MN de manière que le rapport devienne égal à l'unité et même 
plus grand. Or , sî l'on suppose n infini , le n."" secteur devien- 
dra une surface angulaire indéfinie, et le «."' rectangle deviendra 
une bande lindoflnie ; d'où je conclus qu'une lande indéfinie peut, 
dans cerlain cas , êlre égale à une surface angulaire indéfinie , 
ou même être plus grande (*). 



(') Tout le monJe tombe d'accord, el M. Slcîn lui-même, sans doute» qu* 
li deux mobiles , parijut ensemble d'un mâme point , parcourent une rofnie 
, l'un d'un jnouvemcnl unil'ormc et l'autre d'unmou- 



Jroilc, dans le mfine 1 
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Ce rilsultat , qui ne àaurait l'tre titô , est en contradiction ma- ■ 
nifeste arec les conséquences de la dt'monstralîon que nous avons 
rapportée; celle d^mon&traiîoD esl donc oécessaircmenl vicieuse, puis- 
qu'elle tend à élaljlir , en gfrttral , une propriété des surfaces an- 
gulaires et des bandes iudeGnies qui n'a pas Ucu sans restrictîoa. 
On voit , en effet , que F exactitude au thiorime dont il %'agi/ dé- 
pend essentiellement du rapport qu'ont entre elles les dimensions , 
rariahles des deux surfaces ^ue ton compare, rapport dont on ne I 
fautait faire alisttaclîoo , bien qu'on suppose \kS surfuces infinies. | 
11 faudra donc , avant d'employer la démonstralion de Bertrand, 
se Itien Gxer sur le rapport que devront avoir, et constamment cpo- 1 
server les côlés de la surface angulaire et les hauteurs de la lande. 
Alais alors la démonstration esl encore à créer ; et comme, en sup- 
posant mt^me les surfaces infinies, il faudra raisonner sur dès figu- 
res d'une forme délerniinée , on ne parviendra probaLIemCtit pas 
au but sans jtre contraint d'emprunter , du moins implicitement^ 
quelque chose de cette lht!orie des parallèles qu'on avait, au con-j 
uaire , en vue d'établir ('}. 

TCncnt anifortn^niFnl acccliïrc ; quelque grande qae toit la lileur cotutanle do 1 
premier , et quelque pciîie que soit la force «cc^l^lrice qui sollicîle le tecuM}; 
sa botU tl'an ÏDlerTalIe de lemp* 6Bi et auîgnkble, celoi-d panïetMlra toMta- 
blement à devancer l'autre : de mkic qae Feip^n indijimi parroim p^ ttffH 
fun nMtotMrnt vniformtmemi attilir* tsf plui grand f«c Ftipmtt indifitù fmr~ <1 
n»m f*r FtfftI dmm ■MHvmraf mmif->rmt. Cependant , ^ nnoancmcnt |««t J 
pareil è celui de M. Sieiii leadraîl h jnlimer celte p«vp*silMa. Or , ce rai! 
ncawM pCNt-tl Hn , 1 b Ton , fautif ki et «sact aiUcw> ? Nom en ippetlaoa , ' 
nr ccuc ^MCMMB , k U. Sieia Iiâ-nAae. 

J. D, G. 
(*) Mm ad«pUDl Ih *din de Batrmà , AmI nom aeiaiHa loin d'aiUeor* de 
MMi dÏMlmtler le« ioconr^tùcM, et que Bolrand Ui-mètte >'» pcm.jtrr »d- 
lùaM ^'m dJMi{MHr de ciwc % oa pourail cluAcr U c<MipafaiMa dn baadci 
WW ctpacM angulaire* , en pnxêJaet cobsm il M»t : Ott tmit d'abord rcnurqoer 
que fangU droit «aai le qaan d'an plan, et ^«a Van^t aigu eit waioto . et 
l'angle oblM ptiM gTHtd ^c ran^ droit. On nmaf^vcnt tiu^u ^at, n bm 
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1 l'o 



compare t 



Discutons preseDtement les demoustrauuiis ( 
files deux surfaces angulaires. 

Ci'S de'monstrations reposent toutes sur cette proposition fonda- 
mentale <jue Jeux angl.'s sont entre eux comme les espaces cngit— 
luires indéfinis compris entre leurs côtés. Or , il est d'abord facile 
de voir que cela ne saurait ^tre généralement et rigoureusement 
Trai qu'autant qu'on supposera, tacitement du moins, que ces es- 
paces angulaires sont des secteurs circulaires de rayons égaux , quoi- 
qiriufiiils. Mais alors toutes les démonstrations que l'on a appuy<5es 
jusqu'ici sur la proposition fondamentale que nous venons de rap- 
peler , lie sauraient être admises sans subir des modiûcations qui 
Sont encore à trouver , et qui ne permettront probaLlemeut 
.plus de les rendre indépendantes de la lliéorie des parallèles. Si, 
pnr eseuiple , au lieu de faire voir que la somme dos trois angles 
d'un tiiau^le vaut deux angles droits, ainsi qu'on l'a fait dans un 
des premiers volumes di-s Annales (*) , on voulait procéder suivant 



pfrpeiidtculiiije vX, utie oblique Ji une même droile pouvaictil ne pas se rcucon- 
Ircr, il dii-ivtmii CL-lle iloiible ubturditii qu'un angle ubtus lerdit enlit-Tciueul cua- 
leriu dans un angle dtuil ri un angle droit dans un angle aigu. 

Nous iintini* bien qii'un iiuus ohjrclLTa , siir-le-cbat]i[} , (ju'uu en^lc dioil peut 
excéder un aiilie iUrgle droil d'iiuc qiiaiililt' mciue nihiiie ; mail , comme d'aît- 
leur* deux angles d[u>U peuvent se convenir pailuiienient , nous en tirerons celle 
Gun.<ë(jueni.e , \\u\ uuus na aurons plus dea lt»ï leiius de prvuvcr , savoir, que 
celle quanlilé , bien qu'infinie doit êlte lepuLéc nulle , par rapport k l'angle droit. 

J. h. G. 

(*) l.a dé moDst ration que rappelle ici M. Stein peut ëlie beaucoup lîmpbil^e, 
ea ta piesenlaul ainsi qu'il suit ; 
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la remarque rjul vient d'iîlre faiie , relativement à la figure des 
Surfaces angulaires indéfinies; voici, à peu près, ce qu'on pourrait 
dire de plus plausible : par un point pris arbitrairement dans l'in- 
le'rieur du triangle , d»'crivons un cercle d'un ra^on infiniment 
grand , par rapport aux dimensions de ce triangle. On pourra alors 
r^puter indistinctement comme- centre de ce cercle chacun des 
sommets dn triangle; donc ses angles pourront élre considérés comme 
des angles au centre , ou comme des secteurs composant ensemble 
lé demi-cercle ; donc , leur somme sera égale à deux angles droits. 
Mais ce raisonnement peut-il être regardé comme rigoureux? Ou 
sait fort bien qu'ime longueur fiiiîe disparaît devant une longueur 
infinie, lorsqu'on ne considère que les rapports des lignes; mais 
ce n'est point de ces rapports, mais dfs propriétés des angles qu'il 
s'agit ici. Le raisonnement que nous venons d'employer suppose 



Soient prolong<!s iJans te rnémc icns les trois cilés d'un triangle T, ri soient 
>4 , B , C 3GJ angles cxt^rituri ; en rcpréscnlant par D l'angle droit, on aura 
eviJemmeut 



^+B+C+T=iD , 



J< B C ^ T 

"û" ' TT "*" 77 '' û" * 

T 

or , la fraclion — , dont le numi'raleur est lii.i ec le di^nomÎDaleiir infini , dolf 

élre réputée nulle , via-à-vi» de* autres terme» de regualloo ; de sorle qu'on 
doit avoir «implemcnt 

^+|-+f=^ ou J+B+C^iD. 

c'est-à-dire que la lomme îles anglrt extérieurs àt tout triangle vaut quatre mngles 
droits ; d'où il est facile de conclure qu« la tomme Je ses angles inliriturt 
tn vaut àtux, 

J. D. C. 
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donc iraplicitement que les angles d'une figure ne dépendent qne 
wâes rapporU des lignes qui la terminent, et non de leur grandeur 
» absolue ; proposition vraie, mais seuieoienl comme conséquence du 
Ijpriricipe de similitude, dont la démonstration suppose la llit.'ori<; des 
Fi^railèies antérieurement étaLlie (*). 



(•) CVi 



I doute 



lrii-(àche< 



e qii'aprt'» plu* de àm 



a\lie 



J'efiorts et de lentalives, on naît pu encore parvenir à dcrnonlier les propoiî- 
tiona fondammiales de Is lliecrïe des parallèles d'une manière laiisfaisanie peur 
laul le monde ; car on a vu ailleurs ( lom. X , pag. lëi ) cjue lei dcmonslra-» 



lions fondée) »ue l'emploi de l'algoiilbine fonclio 

Sleîn ne «'cJipliqur; pai, lonl elles-mêmes sujettes Â de» objet 

I,orst{(i'iirie droite indi^finie tourne sur un point d'une 
■ans quiUcr le plan qui tci coniîent , rlle peut prendre , 
deux. >ituaiionspiiiic>(iales IrGS-remarquablcs; savoir : celle o 
elle , et celle où elle fait avec elle , de part et d'autre , 
est de sui-mtme maDifeile rjiie la première de ces deux 



ri le dei 



elles M. 



utre droite i n délime , 
lar rnppori à celle. ci , 
elle se confond aïco 
[eux anfjle» <*gaux. Il 
iluaiioni ( 



et il est a peu pr^s s 

même longueur ne s; 

Que si la doile m 

dioite axe 



cbi 



Lie l'autre l'est également , qu'il est claî 

deuil milieux. 

: sur un point aitué bon de la direct! 



> elle 



> le 



», faire 



elle des 



pourra i 
prolonge ; 



chacune de 



mpiles égaux , 
quelque se 



inique ; 
qu'une 

n de la 
rra en- 

m bien 



l.de 



premier i 
: point la renconl.rer , quelque li 
!l OU démontre Ircs-uellement que 

dais, tandis qu'on démontre en outre, ir^s-nelienieni et très, 
première qu'elle est unique , on ne peut parvenir i le dé- 
montrer de la seconde ; c'est-à-dire , que , landis qu'on démontre Irct-birn que, 
dans u n même plan , on ne pfut mener qu'une feule droite par un point donné 
qui Jaue des angUi égaux avec une autre droite donnée; on ne peut démon- 
trer que , par vn point donné hors d'une droite, on ne peut mener, dont 
h plan qui contient l'un et l'autre , plus d'une droite qui ne la rencontre pas ; 
et c'est en cela que consiste toute la dilBculté de la ihi^orie des parallèles. 

Aussi long-temps donc qu'on ne sera pas paivenu à tirer cette dernière pro- 
pos! ti m de la dériiiJiion des paralltles, par une déduction logique rigoureuse. 



I faudra 



à l'e: 



I résigner k adm 



1 démonsira 



nit celle propoiilio 



mple d'Ëuclide , quelque autre proposition de laquelle celle-IA puisse être 
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Il ne me pnraîl donc pas possible de fonder solidfmeni celte 
ilii^oric snr !es principes de Rerirand de Genève; et j'observe- 
rai, en géni-ral , sur les démuiistratiotis qui emploient la considé- 



dL^Juiie. 




ne, parmi ce 


cde tn .ividL-iicc 


isn'en Tojon» auc 
avec la proposilio 


n dont il s' 


nei- 


cci>iLT celte 


d'Eiicli 


lie , qui le c 


»g!'. 


nous inclinerians fo 


<rt k lui dont 


ler la préf-îrcnct 


; sur loutei les au 


très. Dam 


loui 


les cas , il 


faudrait 


. , en di^plaça 


mt ia diflicullc, 


, éviter surtout d 


e la rendre 


plui 


grave. 
C'est en 


p«t;ci, 


lier , c. ,„i 


arrivcrall si . . 


comme quelques 


pi'omctres 


l'ont 


propose, d 




derniers lem 


,p», i r«em,,!, 


s de Cartiot, on 


admcliait , 


lanf 


aénionsliali 


un, (e 


principe de 


simililude. Oti 


pourrait , en ellei 


t , opposer 


3u:t 


paflisani de cette 


docliine le 


dilemme <juc v 


oici 1 011 voui n'avez d'autrt 


: but 


(jue Je fai 


re disp. 


iraître ou du 


r-oin, de Jog 


uiscr In diiTiculle 


que prrscnic la 


lUeorie de» 


parallèl 


e», el alor» 


il faut rji.e vou- 


. admetliL-£ que celle proposi 


ilion: 


Vn^J-s-r. 


itant â' 


jnnée , on peut toujours en concevoir une autre 


, àe telle gran- 


deur on vc 


luJra , 


qui lui soit 


porfuitement i 


embfable, est plui 


1 iitnpie et 


pi« 



éviilcnle que celle-ci : Par un même point donné , un ne peut Juire passer tja'unt 
seule parallèle à une même droite donnée \ el vous trouverez prolialilenienl peu' 
de personnel de votre atis sur ce point t ou bien vous trouvez le principe de' 
siniitituclcij'une telle évidence, que vous ii'hcsîleriezpas a l'admettre, cotn^mc aiionte, 
lors miîmc quindépendnmmenl de ce principe, la liiéorïc dis parallèles se trou- 
verait mise loul-B-rail hors d'atteinte , el alors vous serre d^savout's par beau*' 
coup de gf'omèirej qui pensent que, bien loin de mulJipliîr lei aniomcs , on' 
doit, »u contraire , ne rien ni'f;!if;er pour le» ri'Juîre au mcindrc nombre pos- 
sible, afin de Taire , aulant qu'il se pourra, de In gi'omiitiie une science ds ' 
dermîiLDiit et de diïductions logiques, et qui , dam celle vue , s'appliquent niln.e ' 
il dcmoulrer soigneusement une multitude de proposîlto 



droit , passer pou 
Bcmarquons bit 
OR peut toujours 
soit parjailement 
vanl l'aceeption , 
et qii'ausii long-l 
proposition, 
fort loin d'; 



Jano des eicitieat de la ccic 



lucoup plus e'videnles que le principe dont il s'ngil, 

1 outre que celle proposition : V ne Jigure étant donnée, 

' une autre , de telle grandeur on voudra , qui tui' 

pourra être înJistînclcnifnl vraie ou faujse , sui- ' 

ailleurs, qu'où voudra attacher au mot semblabU^'* 

:etle acception n'aura pas i\i nellement fixée, la 

tant est qu'elle puisse alors signifier quelque chose, sera du luulna^ 

ir ce sens précis qui seul pourmit lui mériter de liou'ier ptaco"'! 



mblaUe , 



' 1'" 



icte par etuelleni 



,.^..jt;. ^i^j>.i>J 
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ration de l'îiifîn! , r^u'u/ie proposition sur des quantités infinies ne 
saurait mériter notre assentiment , qu'autant qu'elle est réductible 
à une proposition sur des limites de quantités finies variohhst Si 



Il l'en faiil Lien , en efîcX , i 
coDipoies solint de cm inoli 



le mot smiililuâs , aînii que tes dérive* et 
la lignilicallon desquels lout le monde est 
parfuiienient d'accord , et dont on puiMc conti'qiicmment se dispenser d'ex'- 
pliquer la (ignilicalion ; car, par exemple, tandis que quelques-uns eiàploieat 
IVi'quGmment le mol semhlaUe comme l'équivalent du mol pareil , et confon' 
dt-nt ainsi, dnns leur. esprit, la siiuililuJe avec IV'galilL'j d'autres au contraire 
Iroiiveiil une stmililuiie parfaite entre un objet en relief et des traits de craj'oni 
appliqués sur une surface plane , entre un homme Pi son portrait , par eàeëff^lK 
Il sera donc indispensable de n'inlrodulre le mot ïemi/ûWe , dans les élcmeni 
de ge'oniL'dic , qu'après en avoir bien circonscrit et prd^isi r4cc«ptian ; et nous 
ne ïoyon) pas trop comment on s'j- prendra , 'en considérant surtout (ju'îl fau- 
dra en expliquer le sens dès le dJbut , et de manière à se rendre parraîiement 
intelligible A des csjiriis qui n'auro/il presque encore âucuhe |io|îon ^cqui^e sur 
les piopritiTei de l'rtendue. La chose sera d'autant plus dilDcile que la notion 
génr'rDle de la similiti^dci telle qu'on la conçoit en ç^omélrie, est,une noiiorf 
étlrfmcnTml complexe, et qui entraîne mfme Une infinité de concilions , A'ti 
que les objets que l'on compare sont termitufi par dea lignes ou des surfaces 

Nous remarquerons , Ji ce sujet ^ que -la' manière dont on a coutume 
de pre'jcnler la similitude en groinclric , sans doute dans la vue de conservei^ 
une plus parfaite symétrie, est vicieuse en ce qu'elle Iniplique plusieurs ih^o* 
rèmcs. Nous ne voyons pas pourquoi on ne préforcrait pas de s'j prendre dfl 
la manière suivante : Soient des points P, 7", X", en nomikre fini ou in- 
fini , isoles les uns des autres, ou se succedaiit jans interruption dans l'espace i 
et soit un point O situé d'une manière que4/'Bqiie par rapport à eius. Soient 
prises »ur les droites OP , Oï" , OP", ... des longueurs O/7 , Op' , Op" ..„ 
«ju! leur soient respectivement proportionnelles , et alors le système des points 

p., p' , p" sera dit semhlalila au sj'sième de points P , P' , P" '..... En ■ 

outre deux systèmes d'au m^me nombre de points Q, Q', Q" ct^, f', f""/;»^ 

de quelque manière d'ailleurs qu'ils soient situés dans l'espace, l'An' pqr tap--' 
porL à l'autre , seront dits semblablei si, par le procédé'qui vient d'être indiqué» 
on peut déduire du prcm^r ((u ^lifème égal au second. H y aurait beaucoup 
d'avantage à présenter le principe de siniililtidc de oclle manière large qui, in> - 
dopcndanment de sa forme symétrique , a l'avantage de n'impliquer aucun t\iio^ 
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duiic on veut discuter un roisonnemeut qui porte sur des quan- 
tités tnûnies , on commencera d'abord par clietclier à le tra— 
"quire en un raisonnement sur des lîmîie?. Par ce moyen , on ne 
manquera guère ou de présenter la chose d'une manière plus claire 
"et plus rigoureuse, ou d'en faire ressortir les défauts. C'est ainsi, 
en particulier , que j'en ai usé dans la discussion qui précède , et 
je ^roîs pouvoir affirmer que tous ceux qui voudront user de celte 
jeceltp auront lieu de s'en louer. 
. Afféez , etc. 
mu-.i:". Trêves, le 20 mars 1825, 



;.. ANALISE ALGÉBRIQUE. 

Essàiysur les îimiles des racines des équations litie'rales ; 

Far M. C C. Bouvier , ex-officicr du génie , ancica clcve 
de l'école polytechnique. 



Xjes analistes ont donné des méthodes diverses h l'aide desquelles 
on déiermiiie les limites des racines réelles des équations numé- 
riques; mais i! n'est pas â noire connaissance qu'aucun dVus se 
Sptt occupé du même pro{^{^ie relativement aux équations littéra- 

-^ «XJ*-' 

rime. Ce n'est pas ïk , su surplus, le srul cAlë par lequel les clcmeus pour. 
r^ienl è\re amiîlioi'i's. Mais on trouve plus couil e[ plus commode de calquer 
i.peu près les Iriiilés ^l^menlaires les uns sur Ifs suites; et voilk pourquui , 
lundis que lunl d'uulres Lraiiclies de la science s'éleiident el se «iniplîtieiil ganl 
cesse, les irailèi «'It'meniairrs de g^omélne sont encore aujourd'hui à peu prèi 
tel* q,u'ils étaient au temps d'Ëucliile. 
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los. Nous allons montrer commcni il peut fire ri^solu pour ces <ier- 
RÏères , du moins lorsqu'elles sont d'un Jogrtf impair, ou , lurs- 
qu'étant d'un degré pi'i" . elles ont leur dernier terme négalif. 

§. I. 

Equations de degrés Impairs. 
Soll rtvjiialion du 3."" degré' , sans second terme ,- 



^'+/"^+f=''- 



(•) 



x^-\-px\q = ZP[x^ay 



(=) 



a H P dtant deux îndc^terminées. Il est clair, que , quelles que 
soient a et' P , toute valeur de -r qtii satisfera à l'équalion (2) , 
substituée dans le premier membre de (1) donnera un résultat de 
ui^me signe que P ; de sorte que toute valeur réelle de ;r, dans 
(1), est nécessairement comprise, quelle que soit a, entre deux 
valeurs de jc dans (2) répondant à des valeurs de P de signes 
contraires. Tout se réduit donc à profiler de l'indétermination de 
a , pour rendre cette équation (2.) facilement résoluble. 
Eii développant , transposant et ordonnant , elle devient 



a:*—iPj:'-\-(p~6aP)x'~{Za'P—^)=o. 



(3) 



Or , si l'on pose 



p— 6oP=3P' , d'où 0= 



3P-+P 



[ 



cette équation devient 

ou , en mettant pour a sa valeur , 



. tjuJi à- 
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. • ■ » - 



I . • • • * 



ce qui donne , sur-le-champ , 



~y i:iP y ^*^ 



En changeant P en — -P^ , celte formiile derient 



-p'-V}/ 



3 jP/i— iG^ p/a— , :iq^f^p% 



x-xtf 



(5) 



Ainsi, quelques valeurs posîtiveSj qu'on prenne pour P et P\ les 
valeurs Aq x donni'es par les formules (4) <*t (5), substîluc^es dans 
1^ premier i^icuUxre de IVquation 0) » donneront nécessairement des 
réskukats de signes contraires , et comprendront cous(k[uemmeut entre 
elles une racine au moius de cette équation. 

• - • 

Soit y en second lieu , l'équation du 5.™* degré ^ sans second 
terme » 

a?'+/^^'-|-^J?*+^a^-^-^=o• (i) 

Posons 

^'+/'^'-H<+r^+^«5P>^+flrj:+^y4-Ç(x+r)^ ; (2) 

P ^ Qj a ^ h j c étant indéterminées, et P et Ç étant supposés de ■ 
mêmes signes. Il est clair que toute valeur de x tirée de (:> don- 
nera , par sa substitution- dans le premier membre de ( r , un ré- 
sultat de même signe que P et Q\ de sorte que toute valeur réelle 
de X dans (j) sera nécessairement comprise , quelles que soient 
d*ailleurs a^ h ^ c^ entre deux valeurs de x dans (2) répondant 
à deux systèmes de valeurs de P et Q de situes contraires. Tou^ 
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se rëdait donc & profiter de l'indétermination de a , è , c pour 
rendre cette ëquation (a) facilement résoluble. 
En dëyeloppant , transposant et ordonnant , elle devient 






x^—'ioVh 



—ri oPah 






=0. ■ (3) 



Ôr I si Ton pose 



— ioPflr47>=io-P t 



•»- * 



{ : 



. --aOtf— ioPtf^+r=5P*.; 

^ • * s .' ~ , t j 

qui donnera. \ 



) 



t. i 



ii:= 



oP* 



loP 






aooP» * 

i99pP4^aooP^Q+a<K>yP>*"*io(3p»""yy)fi»|a<yPQ«'r ; 



elle deviendra 



4oaP«Q 

-- ,-1- 



(x— P)»+(P»-.53'J»-<*Ç+*)=:o , 



i^MI 



:::';?0* 



-' '' :» 



dans laquelle prësentement on peut regarder a ^h yC comme coa*- 

nus et qui donne 

"' ' Tom.XPi. '^ '*■•'' '•-•-•-'•■•• -' ^i^>^^^^'l- ' : .:.b ^ . vi. 



V. 
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ic=P— l^Tv^T^^V^HM . 



E^ donnant donc tour à tour k P et Q ^ dans cette formule d'a- 
bord des valeurs positives quelconques , puis des valeurs négati- 
ves également quelconques , les valeurs qui en résulteront pour x , 
comprendront entre elles une racine » au moins de l'équation pro-» 
posée. * 

On voit, par ce qui précède que, dans le 7,""^ degré il fau- 
drait poser 



I • 



fl 

et supposer que les indéterminées P, Qy R sont toutes trois po- 
sitives ou toutes trois négatives. On poserait des équations anar^ 
logues pour les degrés supérieurs* 

?. n. 

Equations de degrés pairs. 
En supposant constamment le dernier terme négatif , soit d'abord 

réquaiion du.5econ(k.âegté 

4?*+y7ar— ysso • (i) 

Posons 

x^+px^-^^(x^ay , (2) 

a étant une indéterminée. Il est clair que toute valeur de x tirée 
de ce^te dernière équation et substituée dans le prej^iet meuibre 
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i de (t) donnera im rt?sullal positif; et, comme la valeur o donne 
■ le résultai in'gatif — y, il sVniuil qu'il y aura entre o et la va- 
leur dont il s'agit tiiie racine n-elle de l'équation (t). 

£u dévcloppaaL , transposant et réduisant , lï-quatîon (3) devient 




I 



de sorte que , quelque valeur positive ou négative qu'on donne 
2 l'iiidéierminée <ï , une des racines de l'tîqiiation (1) sera toujours 
comprise entre o et la valeur qui en résultera pour jc. 

Soit , en second lieu , l'équation du quatrième degré 



a ,h ,Ct P étant des indéterminées. Il est clair qne , quels que soient 
les signes de a , b, c, pourvu qu'on prenne P positif, touie va- 
lifur de X tirée de l'équation (2) et substituée dans le premier 
membre de (1) donnera un résultat positif; et comme, d'un au- 
tre côté , la substitution de o dans ce même premier membre donne 
le résultat négatif — s , il s'ensuit que l'équalîon (i) aura au moins 
une racine réelle entre o et cette valeur de x. 

En développant , transposant , réduisant et ordonnant , l'équa- 
lioQ (2) devient ' .— . 
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I ■ 



En posant 



nà 


*»-|-ai 


x*-\-s,Pc 


*+*• 


"P 


+^ 


-^2ah 


+Pc* 




• 


— r 


+•» 



ce qui dcmne 



so • 



(3) 



Stf— ^=0 



• 9 






= ?:. 



^:=: 



4P+(p*-4^) 



16P 



Nquation (3) deviendra simplement 



{2Pc+2ah-r)x^Çi'+Pc'+s)^o i 



dans laquelle présentement on peut regarder a y i , c comme connus , 
et qui donne 



orss^ 
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En prenant donc pour P un nombre positif quelconque , il y aura 
■ jBDtre o et la valeur qui en résultera pour x une racine au moins 
r de l'équation (i). 

On voil , par ce qui précède , que , pour le sixième degré , il 
I /audrait poser 

et supposer positives les deux indéterminées P et Q. On poserait 
, des équations analogues pour les degrés supérieurs. 




GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Théorèmes sur les polygones; 
Par M. C. C. Gerono. 



J HÈORÈME. Sî , par un point fjuelconque de V espace , on con- 
duit des droites de longueur arbitraire , respectivement parallèles 
aux côtés d'un polygone rectilignc fermé quelconque , plan ou gau^ 
che ; ce point sera le centre de gravité d'un système de masses 
placées aux extrémités de ces droites , et respectivement propor- 
tionnelles aux rapports des longueurs des droites aux extrémités 
desquelles elles se trouvent situées aux longueurs des côtés du po- 
lygone auxquels ces droites sont parallèles. 

Démonstration. Soient représentés pari*, P' , P" , les poids 

dont il s'agit , et par r , r' , r" , ..... les longueurs des droites aux 
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extr^mil^s desquelles ils se trouvent situf^s ; les longueurs <îes cô- 
tés du polygone respectivement parallèles , pourront évidemment 

P P' P" ... 

être représentée^ par - r , — r' , — t" ,.,,■, p éiant un poids choisi 

d'une manière convenable. Si de plus on désigne par a , o' , a", ..» , 
es angles que forment ]es directions des cotés du polvgone , rt 
conséqueniment IfS droites r , r' , r" , avec une druiie fixe ar- 
bitraire, on aura, comme M. Sturm l'a démontré ( tom. XVpag. 3io). 

p P' P" 

rCos.a+ — r'Cosa'H r^Cos-a"-!- =0 * 

P P P 

ou simplement 

P/-Cos.«+P''r'Cos.a'+i"VCos.a"+ =o . 

Or , si par le point de départ des droilcs r , r' , r" , on con- 
duit un plan perpendiculaire à la droite fiie , celle dernière équa— I 
tion exprimera que la somme des momens des masses P , P' , P" , 
est nulle par rapport à ce plan. Mais , comme la direction de la | 
droite fixe est arbitraire , celle du plan l'est aussi : donc la somme I 
des momens des masses P, /" , P" t — ^st nulle, par rapport ' 
ù tout plan 'passant par le point de départ des droites r , r' , r"; 
donc enfin ce point est le centre de gravité de ces masses , comme J 
l'annonce le théorème. 

Pour que les masses P , P' , P" , ■... puissent tire égales entre 
elles , il faut évidemment que les longueurs arbitraires r , r' ^ r" , ... 
soient proporlionnelles aux côtés correspondans du polygone , c'ist- 
à-dire que, si par un point (juelcont^ue de t espace , on conduit des i 
droites parallèles proportionnelles aux côtés d'un polygone recii~ 
ligne fermé quelconi^ue , plan ou gauche ; ce point sera le centre 
de gravité d'un système de masses égales placées aux extrémités 1 
de ces droites. Ce théorème a été démontré par M. fiturm ( tom. 
XV, pag. 3i3 ). 
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Si les droites arbitraires r, r' , r" , .... sont d'une m^me lon- 

. ^leur quelconque , les masses P-, P' , P" devront être l'ïï- 

demnient proportionnelles aux coitîs correspondans du polygone ; 
■c'est-à-dire que,«', par un point quelionqiie de Tespaee , on ron— 
'dait des droites égales , respectivement parallèles aux côtés dun 
polygone recliligne fermé /quelconque , plan ou gauche ; ce point 
sera le centre de gravité dun système de masses proportionnelles 
eux longueurs des cAtés du polygone , placées aux extrémités de 
ces droites. Ce théorème a été démonirt? par M. Sturm ( tom. XV, 
pag. .3i5 ). 

Ainsi notre théorème renferme les deux théorèmes de M. Sturm » 
[Comme cas particuliers. 

Si le polygone est plan , et que , d'nn point pris dans son inté- 
rieur , on mène des droites qui fassent dans le même sens des an- 
gles égaux quelconques avec ses côtés; il est évident que, le point 
^t les droites demeurant fixes , on pourra toujours faire tourner 
^ le polygone sur leur plan , de telle sorte que ses côtés deviennent 
[respeclivement parallèles à ces mêmes droites qui conséquemment 
jiourront être prises pour celles dont il est question dans l'éaoocé 
I théorème. 

De là oti peut conclure , en particulier, que, un polygone plan 
étant circonscrit à un cercle , le rentre du cercle^^ra le centre de 
gravité d'un système de masses proportionnelles aux longueurs des 
côtés du polygone et placées respectivement aux points de contact 
de ces côtés avec la circonférence. 

Du cliiUeau des Tuileries, le 21 avril jSaS. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème ctAnalise. 

Hin désignant par p ti q deux nombres entiers positifs quelcoxw 
ques , on a toujours 

* I P ^ -L- ' P-"' y f— » I P P^' P— a y y— « y—» . - 

'si j2ia'sa 3 ta 3 

P+î P+y— » P-H— a P+y— 3 
I a 3 4 

Théorème de Géométrie. 

Un polygone quelconque étant circonscrit à un cercle , et un au- 
tre cercle étant concentrique à celui-là ; la somme des produits des 
côtés du polygone par les quarrés des distances d'un point quel-** 
conque de la circonC^rence du second cercle aux points de contact 
de ces côtés avec le premier , est une quantité constante. 



PROBLEMES D'OPTIQUE. 



OPTIQUE. 



Solution de divers problèmes doptique ; 
Par M. Gerconne. 



Après avoir étudié , dans deux pr^codens articles (•) , les lois 
gi^u^raies qui régissent les raj'ons de la luiniôre , soit dans leur ré- 
flL'xioQ soit dans leur rL'fractton ; nous allons , suivant l'engagement 
que nous en avons pris , faire l 'application de ces lois à quelques 
exemples choisis ; en nous bornant , pour le présent , au cas où 
tout se. passe dans un plan , lequel embrasse aussi plusieurs cas d^e 
réflexion et de réfraction à la rencontre des surfaces de révolution.; 
et en renvoyant , pour un prochain article , les problèmes dont 
la résolution exige inévitablement la considération des trois dÎQiea- 
sions de l'espace. 

-. I. Rappelons d'abord sommairement le théorème fondamontaP, 
et établissons les éqnatîons générales qui s'en déduisent, et qui doi- 
vent servir à la résolution des problêmes que noirs avons dessein 
de nous proposer. Ce théorème consiste simplement en ce qne : à 
chaque trajectoire orthogonale des rayons inciàens , it répond tou- 
jours une trajectoire orthogonale des rayons réfractés telle fue , 
de quelque point de la courhe séparatrice que ton mène des nor- 
males À ces deux trajectoires , les longueurs de ces normales se— 



(*) V07. la page 345 da précédent: rolame et [a pige t 
Tom. XVl, n." JII, ï." septembre i^zS, 



> de estiiî-cî. 

9 
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roni respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus 
d'incidence au sinus de réfraction. 

Soient donc (/ , u) un quelconque des points do la courbe 
séparatrice , {x' , y') et (^ , y) les pieds des normales abais- 
sées de ce point sur les deux trajectolies ; et supposons que le rap- 
port du sinus d'incidence au sinus de réfraction soit celui de A' 
â ). i on aura d'abord 



(f-x)'+Cu-y)» _ (i-xy+C"' 



K" 



(') 



De plus , parce que les droites nicotcs du point (/ , u) aux deu« 
autres sont respectivement normales nus courbes auxquelles elles se 
terminent, ou aura aussi 



(/— x)dj+(«— -)')dj=îo , (2) (/— j''}dV4-(u— j')<'/'=o » (2') 

difTéronliant ensuite la première de ces trois équations , et ayant 
^gard aux deus autres , on trouvera en outre 



il—x)àt+(^a^y)dti _ (f— «QJf+Çu— y)du 



(3) 



Ajuation évidemment comportée par les trois autres ; mais qu'on 
pourra substituer avec avantage à l'une ou à l'autre des équations 
(3) et (2') , lorsque la courbe séparatrice sej-a donnée. On voit 
que , dans ce système d'équations , x , y et i. figurent de la mi?me 
manière que x' , y' et V; et l'on n'aura pas lieu d'en être surpris, 
si l'on considère que, le rayon réfracté étant pris pour rayon in- 
cident » celui-ci devient rayon réfracté , et oice fersà. Il en résulte 
que , la courbe séparatrice étant donnée , le problème où l'on 
cherclie la trajectoii ■ orthogonale des rayons incidens , à l'aide de 
celle des rayons réfiaciés n'est pas différent de celui où il s'agit 
de déterminer celle dernière qutmd l'autre est donnée. 
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Enfin les coordonnées de nos trois points doivent être lii?es par 

knn f'gal nombre d'équations en t et u , X et y , x' et y' , lesquel- 

fles ne sont autres que les équations même de nos trois courbes , 

►équations que nous repre'senlerona respeclivemenl par 



5=0 , 



(.i) 



T=o, 



(5) 



T'=o , 



(5') 



la première appartenant à la courbe séparatrice , et les deux au- 
.tres aux deni trajectoires. 

Lorsque , cette courbe si'paratrice étant donne'c , on demandera 
I de déterminer l'une des trajectoires par l'antre , il ne s'agira , pour 
i cela, que d'i'lîmîner ou les quatre quantités /, «, x' ^ y' ^ entre 
pies cinq équations (1) » (^0 » C^) > (4) » C^O 1 '^^ ^'*" '^^ quatre 
' quantités t , u , .r , y , entre les cinq ^uatioos (i) , (2) , (3) , (4), 
^'"(5) ; et re'quatîoo résultante en jr et y ou en x' et j', sera l'éiji^a- 
Ltion de la trajectoire cherchée. 

Si , au contraire , il s'agit de déterminer la séparatrice , au moyen 

> des deux trajectoires, on y parviendra en éliminant x , y, x' ^ y' f 

entre les cinq équations (1) , (3) , (2') , (5) , f3') ; ce qui conduira 

à une équalion en / et a , qui sera celle de la courbe demandée. 

Quant aux problèmes relatifs h la réHesion , on les résoudra k 

l'aide des mêmes formules , en y posant préalablement >-|-V=Oi 

II. Dans les applications qui vont suivre , nous supposerons cons- 
tamment que les rayons incidens émanent d'un mi^me point , que 
nous prendrons constamment pour origine des coordonnées rectan- 
gulaires. Nous aurons ainsi les deux équations , 

j:'=o , ^=0 , 

.qui remplaceront l'équalion (5'), aios! ^tie l'éçiation (aQ,, y^ï 
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sera alors satisfaite d'elle-même. Nous n'aurons donc plus i 
occuper ^ue des autres , lesquelles deviendront alors 



A» A" * 

(/ — x)dx+(u — y)dy=o , 






r=o , 



(■») 



<■) 



Si l'on donne la courbe séparatrice , on trouvera la trajectoire 
orthogonale des rayons réfractés , en éliminant / et a entre les 
trois équations (a) , (y) , (i). Si c'est , au contraire, cette dernière 
courbe qui est donnée, on obtiendra la séparatrice, en éliminant 
X ^\. y entre les trois équations (ot) , (P) , (lî). 

Bien convaincus d'ailleurs, par une longue expérience que, dans 
les calculs , les avantages de la symétrie l'emportent encore sur ceux 
dé la simplicité, nous supposerons constamment que les données 
du problème spni disposées, par rapport aux axes, de la manière 
ia piqs génôale. 

in. Supposons , pour premier exemple , que la séparatrice est 
une droite donnée par réquaiion 

dans laquelle , comme l'on sait (a, B) est le pied de la perpen- 
diculaire abaissée de l'origine sur cette droite et c la longueur de 
cette perpendiculaire. Nous aurons 

aii/-\-Bdu:=o , 

au moyen de quoi l'équation (y) deviendra. ■ 



S;4a^:: 
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on )>ien 

Eliminant tour à tour u et i entre cette équation et IVquation. 



il viendra , en ayant égard à la relation i2'-|"^'=^ f 



A*^A'» 



et de là encore 






^•(«-y)==^'(*-r) 



•A'« 






£n prenant tour à tour la somme des quarrës d^ ces deux derniè- 
res équations et la somme dés quarrés des deux quilles précèdent^ 
on trouvera successivement, en ayant toujours ^ard à la relation 
entre a , i et c . 1 



«**^i 



(A*«— li-O» 



^ ^^ ^^ ^ «A»— A'V* 
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tirant de ces deux équations les valeurs de (/ — j-)'-j-(o — y-y et Ae 
/'-(-«'» pour k's substituer dans Tt-qualion (a), on obtiendra, pour 
réqiiaiioii de la trajectoire oriliogouale des rayons rtlxacitiS , en dï- 
TÏsaut par i' — i'* 

de sorte que celle courbe est une ligne du second ordre. 

En développant et ordonnant cette lîgtiD'ion par rapport aai pnis- 
eances et produits de puissances de X et X' , elle prend ceuc forme 

Ajoutant et relrancliant tour h touf à chaque membre 

le second membre deviendra un quarré , dans les deux cas ; dtf 
sorte qu'en extrayant les racines , on trouvera 



±/X'cy^{x^:iey+{y- 



= X'c'—k^(ax-i-5y—c') . 



Dans CCS équations, qiii ne sont que dens formes particulières 
de l'équallon de la trajectoire clierclit'e , et dont toute combinai- 
son appartiendra conse'quemment à cette trajectoire, les signes su- . 
ppérienrs et inférienrs ne se correspondent pas nécessairement et doi-' 
Vînt être clioisis suivant les rapports entre les données. Eu prenant 
leur somme , il vient , en divisant par XX'c , 



Or> le premier radiqU exprime ladîstaiice 4ë fiia quelconque des 
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points de la trajectoire h. l'origine , et l'autre esprime la distance 
du in^me point au point (:ia , 2à) , c'est-à-dire , im point sy- 
métriquement situd avec l'origine ou le point rayonnant , par rap- 
port à la droile sf^paratrice ; donc cette -l'quation exprime que la 
' somme ou la difî'érunce des distances des dlflereus points de la 
courbe à ces deux points est une quantiti^ constante; d'oîi II suit 
que ces deux points en sont les foyers , qu'elle a conséquemment 
son centre au point (a, b) , que sou eicentriciliî est t: et son demi- 
axe — c ; celte courbe est donc une ellipse ou «ne byperbole , suU 
,Tant que A est plus grand ou plus petit que X'. 

De tout cela résulte le tliéorème suivant : 

THÉORÈME J. Veux milieux homogènes , de nature différente , 
étant séparés Tun de Pautre par un plan indéfini , et des rayons 
incidens émanés de tun des points de Fun ^eux se réfractant à 
la rencontre de T autre ; ces rayons ainsi réfractés seront tous nor~ 
maux à une même surface de révolution du second ordre , engen- 
drée par une section conique , tournant autour de la droite qui 
contient ses foyers. Le centre de cette surface sera le pied de la 
perpendiculaire abaissée du point rayonnant sur le plan sépara- 
teur ; ce point en sera un des foyers ; et son excentricité sera à 
son demi-axe dans le rapport du sinus d'incidence au sinus de ré- 
fraction ; de sorte que la surface trajectoire sera une ellipsoïde 
allongée ou une hyperboloïde à deux nappes , suivant que le pre- 
mier milieu, sera plus ou moins réfringent /^e le second. 

On trouvera , dans un article inséré à la page 229 du XL"" 
Tolume du présent recueil , où nous avons déjà démontré cettA 
proposition , les principales conséquences qui en résultent. 



IV. Examinons présentement qnblle direction prennent des rayons 
de lumière émanés d'un miîme point , situé dans un milieu lio- 
Hiogèoe quelconque, après avoir trav<eFsé une lame. transpereitM 
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à faces planes parallèles , d'un pouvoir réfringent diffârent de ce- 
lui du milieu dans lequel elle se trouva située. 

Supposons toujours le point rayonnant à l'origine , soit c la dis- 
tance de ce point à la face de la lame qui en est la plus voisine 
^t e répaisseur de cette lame. Par un rayon quelconque , imagi- 
nons un plan perpendiculaire aux faces de cette lame ; le rayon ^ 
dans tout son trajet , ne sortira pas de ce plan y que nous pour*- 
rons prendre pouces plans des coordonnées rectangulaires , et qui 
coupera la lame suivant deux droites parallèles. En prenant tou-^ 
jours pour origine le point . rayonnant et en rendant Taxe des s 
parallèle à ces deux droites , leurs équations seront 



Soit Téquation du rayon incident 



y^mx y 



le sinus dlncidence seca . ; le sinus . de râraction sera don£ 



w 



d'où on c(melttra pouf sa cotangente 






Tfyjx autre c6té les éqttations du point d'inimergence seront 



c 



d'un £[ soit que Téqnation. du rayon réfracte sera 
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en combinant cetlp i^qurilion avec IVquation y^cJ^-e , on trouvera 
pour les coordonuL'Cs du point d'émergence 

y=c-\-e ; 



et , comme le nyon émergent daît sortir parallèle ati rayon im- 
inerjjciit , son l'iuatiuii sera 



y~-c—e=mlx'~ 

ou simplement , en réduisant 

y — eT=m !^ — 



^JX'— A")-^A»m> j ' 



Or c , qui exprimait la dislance de la kme au point rayonnant , 
n'entre plus dans cette équation ; donc la situation du rayon émer- 
geut est indépendante de celte distance ; de sorte quQ^ si l'on fait 
avancer ou reculer cette lame parallèlement à elle-même , la sifua— 
lion de ce rayon n'en éprouvera aucun changement. 

Tout se passera donc ici de la m<?me manière que si la lame ^taft 
en conlacl avec le point rayonnant; ou, ce qui revient au méme^ 
tout se passera comme si le point rayonnant Aait enfoncé dans fa 
substance de la lame au-dessous de sa surface d'une quantité égale 
à son épaisseur ; nous retombons donc de nouveau dans le cas de 
deux milieux séparés par un plan indi'fini , et nous obtenons le 
lliéorème suivant : 

THÉORÈME II. Lorsque des rayons de lumière , émanés tfun 
Tom. Xri. 10 
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même point , sont contraints de traverser une lame transparente â ' 
faces planes parallèles , ^ua pouvoir réfringent différent de celui 
du milicu-aoïi elle se trouve située ; ces rayun% , à leur sortie de cette 
lame , sont tous normaux à une même surface de révolution du 
second ordre , engendré par une section conique , tournant autour 
de la droite qui contient ses foyers. L'axe de cette surface est la 
perpendiculaire menée aux deux faces de la lame , par le point 
rayonnant ; ce point en est un des foyers ; son centre est situé da 
même côté que la lame par rapport à ce même point ; Texcentrî-~ 
£ité de la trajectoire est égale à l'épaisseur de la lame ; enfin , 
cette excentricité est au demi— axe dans le rapport du sinus de ré- 
fraction dans la lame au sinus d'incidence dans le milieu ; de 
sorte que la surface trajectoire est une ellipsoïde allongée ou une 
hyperboloïde à deux nappes , suivant que le pouvoir réfringent de 
la lame est supérieur ou inférieur à celui du milieu où elle s$ 
troupe située. 

On trouvera , dans un article inséré à la page 283 du V/ vo- 
luoie du présont recueil , oîi nous avons démontré cette proposilîoa ' 
pour la première fois, ut dans un autre article, qui commence le 
XIV." volume , les principales conséquences qui en résultent. 

V. Pour donner un exemple simple du cas oii la courbe sépa- 
ratrice est l'iuconnue du proiilèiue , supposons toujours que les 
rayons hicidens émanent de l'origine des coordonnées . et clierclions 
quelle doit être la ligne séparatrice pour les rayons réfractés con- 
courant en un même point (a , h). 

Kous aurons donc ici 

x^a , y^=^ i 



l'équation (^) sera satisfaite d'elle-même ; et , en metiant ces va- 
leurs dans l'équation (a.) , on aura , pour l'équation demandée , 
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(/— fl)«+fl/— *)> «»+!!« 



oa bien' 
ou encore 

^uation d'un cercle , que Ton peut ëcrire ainsi 

de sorte que tes coordonnées du centre dé ce cercle som^ 



et son rayons 



X'>tf 


X'»3 


X^-i-X'» ' 


x>— x<» 


xxV«"+*' 

X»— X'» 


• - 



On trouvera, d*après cela, pour la distance de son centfé au pdidt^ 
rayonnant 



X»— x^* ^ 



et pour la distance de ce même centre au point (a ^ i) 



x*vS+? 

X— X'» 



a 



, Le produit de ces deux^ distances étant ^[ai au qttarrë du rayoa*,> 
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poin 



étant d'ailleurs i 



•ino droite , 



sensiiu que 



■part 



des 



rayons 



t le * 



nt de 



concours 
ux points conjiigiii'S par rapport aii 



des 



cercle. 



le point de di 
rayons ri'fractes sont dci 
Leurs distances respectives à son centre sont dans le rapport de 
X'' à A' ; de sorte qiie le j)oiat rayonnant sera intérieur au cercle 
et le point de concours des rayons réfractés extérieur , si I'od a 
A'<A. Ce sera le contraire si l'on a i'>A. 
De tout cela résulte le théorème suivant : 

THÉORÈME JII. Une sphère transparente étant située dans 
en milieu homogène dont le pouvoir ré/ringenl est digèrent du 
sien ; il existe toujours , sur la diretlion de chacun de ses diamè- 
tres , un point tellement situé <jue les rayons qui en émanent , 
après s'être réfractés à la rencontre de sa surface , vont concou- 
rir de noui^eau en un autre point de ce diamètre. Ces deux 
points, situés d un même côté du centre ^ sont conjugués F un à 
{autre par rapport à la sphère , c'esl-à-dirc, que le rectangle de 
leurs distances à son centre est éiju'.valcnt au quarré de son rayon ; 
d'où il résulte qu'ils sont l'un intérieur et tautre extérieur à la 
sphère. Enfin , leurs distances à son centre sont dans le rapport 
du quarré du sinus d'incidence ^ans le milieu oii la sphère se trouve 
située au quarré du sinus de réfraction dans cette sphi're ; ce qui 
les détermine complètement l'un et f autre , et prouve en outre que 
ta point rayonnant est intérieur ou extérieur à la sphère suivant 
que le pouvoir réfringent de cette sphère est supérieur ou inférieur 
à celui du milieu (*j. 

fie curieux théorème est dû à M, le professeur Auguste de la 



(*) Lorsque It; pouvoir n^fringent de la sphère est supérieur à celui du 
milieu, il y a l'i'ellemctit , dans son iotérieur, ud point tel que les niyons 
qui en émanent divergent , ^ leur sortie , comme e'ili partaient d'un jioint 
extérieur. Dans le cns contraire, ce sont des myoïis ^irrirant à la spliérc , 
dans des directions convergentes vers le premier de ces pululs , qui , aprèi 
s'ftre rompus à «a surface ^ cooteigcnt vers le dernier. 
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Bive , de Genève , qui l'a démontré i la page 55 de sa Disserta- 
Lrfto/i sur les caustiques \ ( ia-^** i Genève 1823 ). 

VI. Examinons présentement , d'une manière gi-nt^rale , la direct 
lion que prennent des rayons de lumière i-mani's d'un mûme point, 
aprùs sVlre rt'fractps à la rencontre de la circonft'rence d'un cercle 
transparent , silné d'une manière quelconque par rapport au point 
tdj'onnant. Ici, pour plus de simplicilt^ , nous supposerons le cen- 
Ire du cercle à l'origine ; et le point rayonnant seia (<z , h). En 
conséquence , les équations (2') et (5') , seront remplacées par 
ces deux-ci 



[■ ÎVquation (4) sera 
d'oii 



<'+a'=r' ; 



iàl-\-uàu-^o ; 
su moyen de quoi les équations (r) et (3) deviendront 

\* A'» * 

«(/— *)— ((H— y) u(f— o)— ïfu— 6) , 



En réduisant dans la dernière, et en remplaçant dans l'autre t*-\-u* 
par /■' , on obtiendra en / et u , ces deux équations du premier degré 

2(i'«:r—i=û)/+3(;i''j— >'*)«— i"(:r«4-y'+r')—>'(û'+*"+0 , 
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En ajODlanl au quarré de la preniiùre le qaadruple du qnarré de 
la seconde , le ternie en tu disparaîtra , et en remplaçant /'-|-u' 
par sa valeur r' , on oLliciidra , pour l't'ijuaiion de la trajectoire 
orthogonale des rayons réfractés , 

En développant et rassemblant les termes affectes des mémt' 
puissances et produits dt;s puissances de A et A** , cette e'qualion 
prendra la forme 

Ajoutant et retranchant tour à touc à chacun des deux mem- 
bres de cette deruière la quantité 

son second, membre deviendra un quarriî dans les deux cas , et 
il viendra , par l'extraction des racines quarrëes de deux mem- 
bres 



Eqnotions dans lesquelles les signes supérieurs et les signes inférieurs 
ne se correspondent pas nécessairement; et où les uus et les autres 
doivent être pris, suivant les grandeurs eC les signes des données 
, b , r, A et A'. 

En retranchant la seconde de la preoiière, on trouve 
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iNtu encore 



or j si l'on prend ponr foyers le point rayonnant et son conjugua, 
par rapport au cercle , les doux radicaux du premier membre de 
cette e'qnalion exprimeront les rayons vecteurs d'nn même poiat 
quelconque de la courbe, do sorte qu'on a le théorème suivant : 

THÉORÈME IF. Lorstjue des rayons de lumière , émanés d'un 
même point de l'espace , extérieur ou intérieur à une sphère trans- 
parente homogène , sont réfractés ou réfléchis à Ventrée ou à la 
sortie de cette sphère ; ils deviennent alors normaux à une surfaca 
de révolution du quatrième ordre , ayant pour axe la droite qui 
contient le point rayonnant et le centre de la sphère. La propriété 
caractéristique de cette surface est que la somme ou la différence 
des produits respectifs des distances de ses diffèrens points au point 
rayonnant et à son conjugué par rapport à la sphère , par des 
multiplicateurs consians , est elle-même une quantité constante. 

Cet l'iégnnt théorème est dû à M. Sturm , qui l'a démontré dans 
un article inséré à la page 2o5 du précédent volume du présent 
recueil. 

Nous nous proposions de nous livrer à beaucoup d'autres re^- 
cht-rclies encore ; mais l'abondance des mate'riaux que nous avons 
ù publier nous oblige à leur céder la place , et à renvoyer ces 
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recherches pour un autre temps. Ce qui précède snfEra du moins 
pour montrer comment tous les th^or^mes dt'jù connus sur le su- 
jet qui nous occupe peuvent se déduire uiiiforméaieut de nos mé- 
thodes et de nos forumlos. 



GEOMETRIE TRANSCENDANTE. 

Démonstration decjuelques théorèmes sur les enveloppes ; 
Par M. L. F. Magmjs. 



Ju'envelgppe des cordes qui rctrancbeni d'un cercle des srgmeus 
■ ëgaus , est évideniraenl un autre cercle , concentrique au premier 
et touchant ces cordes à leur milieu. Ou sait aussi que l'enveloppe 
des cordes qui retranclieut des segmens équivulens d'une secliou 
conique quelconque, louclie ('^aleiuent ces cordes â leur milieu ; 
mais cette propriété n'est pas pariicLiIître i\ ces sortes de courbes , 
et nous allons faire voir qu'elle est générale pour tontes les cour- 
bes planes quelles qu'elles soient. Nous démontrerons ensuite quel- 
ques autres propositions analogues que le lecteur ne trouvera peut— 
<uc pas dépourvues d'intérêt. 

Pour e'viter les re'pétilions , nous allons , avant d'entrer en matière , 
établir quelques formules et convenir de quelques locutious qui nous 
seront utiles pour parvenir à notre but. 

Soit 
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rëquation d'une courbe plane quelconque , rapportée à des axes 
rectangulaires. Soient en outre (a , ^) , (oe^ , ^^) deux points dé- 
terminés quelconques de cette courbe ; de telle sorte qu'on ait 

Téqnation de la corde qui joindra ces deux points sera 

(«'-«)(:r-^)-(^H3)(*-«)=>=o . 



En supposant qu'il existe , entre a et a^ , une relation donnée par 
réquation 



i 1 



réquation de l'enveloppe de toutes les cordes y=io sera le résuU 
lat de l'élimination des cinq quantités a^ ^^ af y ^ ^ ~ entre les 
six équations 

(a'~a)(jr-P)-(^'-j3)(:r-«)=ry«o ,. 



[■(,_,).(,_,) - ] ^ -[(^-M-(.-^ ^]= H-» '• 



. •» 



f dU\i^ . /ill\ àV 

* *. 

Mais y si Ton ne veut trouver que le point de contact de Tuna 
des cordes contenues dans y=o avec l'enveloppe, il suffira d'éli«« 

miner -r- entre les deux équations 

Tom, XV 1. Il 
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dv AU _ 

<1« * d« ' 

ce qui donnera IVquaûon 

et de déterminer ensuite les valeurs de j^ et de ^ qui satisfont 
aux deux équations 

y=;o , V=o ; 

ee qui revient à déterminer le point d'intersection des lignes ex- 
primées par ces mêmes équations. Or , comme la première est la I 
corde elle-même, il suffira de construire l'autre , que l'on voit être 1 
également une droite , laquelle coupera conséquemment la corde a 
au point cherché; ce qui prouve , en premier tien , que jamais l'en- 1 
veloppe ne saurait toucher une corde en plusieurs poiuts. \ 

Or l'équation f =0 est satisfaite , quelle que puisse être la re- 
lation U^ o , en posant à la fois 



d-*' 



(^y~^)=Âj<'-^) > (0 (r-«0= 



-(T-a')» ('0; 



donc l'équation ^=o est celle d'une droite qui joint le point cher- j 
ché au point d'intersection des deux droites (/,/'), point qu'Ai 
l'avenir nous désignerons par (s). 

Quant aux droites (/, A), on voit que chacune d'elles est une! 
parallèle menée à l'une des extrémités de la corde y^o , à la tan- 
gente à l'autre extrémité de cette corde. A l'avenir nous appellerons 
triangle sur la corde le triangle formé par t avec les deux droi- 
tes (/, /') ; le point (j-) de concours de ces droites en sera dit ' 
le sommet y et ces droites en sejont les côtés. Ce triangle , joint au, 
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triangle forme par la corde et les tangentes à ses deux extrémités , 
forme lu parallélogramme dont y est une diagonale. 

§. n. 

Supposons qne les aires des segmens retranches de la courbe 
Y^=o , soient constantes et équivalentes à un quarré donne c* ; et 
posons 



nous aurons 



:A'-A^ K^-a)(P'4-/î)-^*=l7« o 






Substituant ces valeurs dans T^uation ^=o , elle deviendra. 



\ 



et on voit aisëment qu'elle sera satisfaite par les valeurs de ;r et j 
qui ôatisferont aux deux équations 

lesquelles se réduisent simplement à 
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qu'on reconnaît pour les ^^quatîons des tangentes aux deux eitr^ 
jiiîtés de la corde yso. La droite K=o , que nous savons dtfjà 
passer par le point (s) , passe donc aussi , d^s le cas pressent , par 
le point de concours des deux tangentes ; elle est donc la deuxième 
diagonale du parallélogramme dont il a été question ci-dessus ; 
elle coupe donc la première y=o en son milieu , et conséquem- 
ment ce milieu sera le points de contact de la corde y=o avec 
Tenveloppe de toutes les cordes qui retranchent de la courbe des 
segmens équivalens. On a donc ce théorème général : 

L'enveloppe des cordes qui retranchent d'une courbe plane quel-- 
conque des segmens équivalens , touche chacune de ces cordes en son 
milieu, (*). 



^•1^ 



t*) Ce théorème pourrari aussi être as^cs simplement démontré comme il 
«uit : 

Considérons deux cordes consécutiyes quelconques MN et IVVN^ se cou- 
pant en Q ; ce poii\t O sera le point de contact de l'enyeloppe avec la corde 
MN; Bt,ii cause dé là petitesse àii% arcs MM' , NN' , les secteurs ftlOM' , 
MON' pourront être considérés comme des triangles roctilignes , lesquels ^ 
par l'état de la question , devront être équivalons* Mais, parce que ces trian- 
gles ont en Q un angle égal , leurs aires sont proportionnelles aux produits 
des cités qui comprennent cet angle , de sorte qu'on doit avoir 



Soient posés 



OM.OM'«=ON.ON' . 
OM'=:OM+^ , ON'=0N+» , 



/« et V pouvant élre indistinctement positifs ou négatifs ; il viendra i cm 
substituant , 



V 
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§. m. 

. ■ • . ' . , . ■ ■ ! 

Supposons y en sedond lieu , que les arcs de la courbé 

sous-tendus par la corde mobile 7=0 doivent être tous d'une mi}me 
longueur donnée c ; et posons 



y>^'+(è)-='^'> />y'^ity=^-- 



i^ous aurons 



' >/ ^ 



=:r/=o i 



d'où 



1 



« 4 • 



T 



OM 4-/»^J^=0N*+'>0N i 



l 



mais U est clair qae ^ et » doivent y éyanooir en même * temps f jonc | on 
doit sinipleiuent aroir » '^ 

» 

OM*=ON* d'où OM;=ON . 

■ ■ ■ ■ I ' 

' \ 

On Toit même quUl est nullement nëcossaire pour cela que la courbé pra.- 
posée soit assujettie à la loi de continuité. 

Ce théorème se lie d^1illeu.^s fort bien avec le suivant, démontre par 
M. Dopln , pour une surface continue ou discontinue p, dans ses ^applications 
de géométrie^ ( pag. Sa ). 
. I/ejayêlçi/fpe des piuns cprdes 4jui d^tscheni 4^^ segmens é^ui^aUns tPûnê sur'^^ 

face courbe quelconque ^ touche chacun de ces plans jcordes au.,^enirp dérgraviti^ 

»• • •.<•■'• ■ ■' ■ • , ■ * ■ 

de son aire. • - 

■ j .-. i 'i 

J. D. G. 
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*n conséquence , l'écpiaiion V sera ici 






y'-ai-y^^^y 

or, comme cette droite doit passer pnr le point (s) de concours * 
des deux droites (/', /) , il s'ensuit (juVu dt'siynant par a et ^ les 
coordonnées de ce point , l'équation r^o pourra prendre la forme 



y'<'£y-y^Miï 



(x~a) . 



Bans la même hypothèse , les équations des deux droites (/' , /) 
preanefit la forme • 

y—h= — (x—a) , y-h= _ {x-d) , 

et dès lors on reconnaît la première poïir l'équation de la droite 
qui divise en deux parties égales l'angle des droites (/ , /) , de sorte ' 
gu'oa a, ce, Ujiéorème : 
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U enveloppe des cordes qui sous-tendeni des arcs de même longueur ' 
J^une courbe plane quelconque , touche chacune de ces cordes au point 
ûù elle est coupée en raison inverse des longueurs des tangentes à ses 
deux extrémités ; ou , en d autres termes , le point de contact de^ 
f enveloppe avec chaque corde et le point où sa direction est ren-^ 
contrée par la droite qui divise en deux parties égales JT angle des 
tangentes à ses deux extrémités , sont des points symétriquement 
situés par rapport au milieu de cette corde. 

Supposons encore que , dans la coutbe 

les cordes y=so doivent toutes être d'une même loneiuetir diimnée 
c y nous aurons 



<a'-a)*+(^-^)'~^*= U=zo ; 



d'oà 



en eoïïséqaence réquation F^o deviatdra 
er Vëoiiadon de la corde '/:;=o ', ëtant 



M. THÉORÈMES NOUVEAUX 

il est visible que ces deux droites sont perpendiculaires l'une fcl 
l'autre. La droite ^=o , qae nous savons déjà passer, dans tot^l 
les cas , par le point de concours des droites (/" , /) , est donc i 
outre, daus le cas présent , perpendiculaire sur la corde y=Q jd^ 
sorte qu'on a ce lliéorème ; 

L'enveloppe des cordes égales , dans une courbe plane ^uelcon~ 
eue j. touche chacune de ces cordes en un point autant distant de 
chacune de ses extrémités çue le pied de la perpendiculaire aèais- 
sée sur sa direction du point de concours des tangentes à ses deux 
extrémités est distant de son entre extrémité ; ou , en d'autres 
termes , le point de contact de F enveloppe avec chatjue corde et 
le pied de la perpendiculaire abaissée sur sa direction du point 
de concours des tangentes à ses deux extrémités , sont deux points 
symétriquement situés par rapport au milieu de cette corde ('). 

Supposons enfin que, dans la courbe 

l'angle que font les tangentes aux estrémilés de la corde ■y^^o , 
(Joil ^ire constant , de manière que sa tangente soit une quantité 
1 docq»^ £ ; nous aurons alors 



(') Le problème de l'enveloppe < 
3G du VUI.« Tolume du présent re 
sections coniqites seuVeineot, il ii'e: 
.tant qu'il soït dimcilB ;> mettre i 



cordes dgnles a v\é proposé ï 

il ; et , bien qu'on l'ait reslri 

été donné aucune solution ; ooi 

I équation ; naiils parct qu'il ex 



1« i«ge 
tilt aux 



■ éliminations extrêmement laborieuses. Il serslt curiens de voir »J lu ih 
rcme que donne ici M. Magnus ne pourrait pns en faciliter la solulion. 
Au surplus l'enveloppe dont il s'agit ajant, en géndriil , comme lc3 ca 
tiques, des points de rebroussemcnt plus ou moins nombreux., peut.-&tre 
troiirerait-on mieux de cliercher d'abord l'équation dé la tr;ijectoire orti 
gauale des cordes égales ; l'enveloppe en serait alors la développée. 

, . — . .^--,,;, -V .-- J- D. G. 
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dfi^ âfi 

d»' dtf 

~ d«' d* 

d'où 



.— r=C/=:o , 



ydu X L +U>yJd.^> ^dr7v^__ L'+(. d;:/)j"d;:: 

V d«^ / / d/ô' d3 y ' \^ d* j~ "7 d^' d/3 V * 

v+d;7-d:) v+"d;^-d7j 

Or , en désignant par m Tangle de la droite F=o avec Taxe des 
or , on a en général , 



Tang. ^72= ► 



f àU\ iUf /" iW \ d/3 

\ dr/"^\ d^ J 



on auta donc , dans le cas présent 



_*+(^d; / Jd»'» do "~L'"^\ d»' / J d«' do^ 


^ V do y , diS M^ do' / d/8' 
d>^ do d*/!' d^ 
do* do'* 


J~^ do y J do'* L^ ' L do' / J do» 

• 


/ d^ V . / «^'*' \ 



d4> dtf'* 

Cela posé, soient P , F les points (a,/3), (a^ , ^^) ; soient C , O 
les centres de courbure de ces deux points , dont nous supposerons 
les coordonnées respectives {t y u) , (/' , u') ; soient enfin Q , Q^ 
les milieux des droites PC et P'C ; les coordonnées de ces deux 
points seront respectivement 

Tom. XVI. m 
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En conséquence , la droite Q , Q' fera avec l'axe des x un angle 
n dont la tangente tabulaire sera 



iang.n= ■ ^ . 

6 (-'+/)- («+0 (»—)—(«'—•') 



Or on a 



I 



"K J^ ) d/î « . '"*"(. <l* ) 



'=« dj^ dT ' "=^ d^ 

d'/S' d«' * ^^ d»/5' 

Talcurs qui , substituées dans celle de Tang«/z , donnent 

/d^N^ 
1 + 



« • 



(a4) ■+(^)" 



d*i8 da.â/ 

d«* d«'* 

Tang.;2?=*^- 



■+(^ra, ■+(^0' 



d^ \» , / d^' V 

d^ 
d»i8 d« d«i8' dii' 

d»* d*»' 

Oa trouve d'après cela 



i+Tang772Tang./î=o ; 
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(l'oii il siiil que la droite QQ' est perpendiculaire à la droite V=o ; 
et qu'ainsi on a ce théorème : 

Vn angle mobile invariable élanl conslamment circonscrit à une 
courbe plane quelconque , le point de contact àe V enveloppe de tov- 
ies les cordes de contact avec Fune quelconque d'entre elles s'ob~ 
tiendra en construisant d'abord sur celte corde , comme diagonale^ 
un parallélogramme dont deux côtih soient les tangentes à ses 
extrémités ; puis sur cette même corde , comme cîitè , un quadrila- 
tère dont les centres de courbure qui répondent à ses deux extrèmi-' 
tés soient deux sommets. Alors , si , par le sommet du parallélo- 
gramme opposé au sommet de l'angle circonscrit , un conduit une 
perpendiculaire à la direction de la droite qui contient les milieux 
des deux diagonales du quadrilatère , celte perpendiculaire coupera 
la corde de contact au point de contact cherché ('). 

Berlin , le i<> niiii i8:;5. 



(•) On a proposé ( tom. VIII, pag. 36 ) de trouTcr l'équation de l'en- 
Teloppe Je la corde de contact dun angle mobile et inïarrable constam- 
ment circonscrit à une section conique ; ce qui a donne i U. Poncelet 
£ mflnio volume , pag. aoi ) l'occasion de développer sa théorie des polai- 
res réciproques. 

Dans l'écrit qu'on vient de lire , l'auteur a cxiictement auivi la marche 
que nouj avons si soigneusement recomniandi<e ailleurs ( tom. VIII, pag, 
iS8 ) , et dont nous nous sommes appliqués à donner des exemple» en di- 
vers endroits de ce recueil i et c'est sans doute pour cela qu'il a obtenu des 
rcsuilats *i élégans. 

3. D. G, 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Réponse aux remarques de M. Stein , publiées à la 
page 23o du XF.^ {^olume des Annales ; 

Par M. Vincent , Professeur de mathématiques et de 

physique au Collège royal de Reims. 



Au Rédacteur des Annales ; 

MONSIEl- R , 

JCjN attendant que je livre a rimpression une petite dissertation 
où je crois avoir jeté quelque jour sur les paradoxes que présente 
la théorie des logarithmes , je crois ne devoir pas laisser sans ré- 
ponse les objections faites par M. Stein aux propositions que j'ai 
avancées dans le n.^ i4 du mémoire inséré au commencement du 
XV.* volume des Annales. 

mp 

M, Stein regarde l'expression a ^ comme étant plus générale que 



rn 

n 



a : si cette assertion pouvait être admise , a ne serait plus iden* 
tique avec ^ " qu'il faut bien distinguer de (a^) . Or , il n'y a 



n 
n 



que deux manières d'interpréter a ; ou bien c'est la /z."*® puis- 
sance de la racine /i.™* de /z ; ce qui donne évidemment a , ou 
bieii c'est la racine /z.™* de la w.'"® puissance de a. Dans ce der- 
nier cas , il semble que le résultat doive avoir n valeurs dilléren- 
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les ; mais , comme on connaît la racine qui a formé a^ , on don- 
nerait au résultat de la deuxième opération une généralité que réel- 
lement il n'a p£^s , si on lui attribuait toute autre valeur que a (*)• 
Mais , en admettant que cette raison ne soit pas jugée suffisante , 
en voici une autre qui me parait sans réplique. On a , en rcpré- 



m 



sentant par A la valeur arithmétique de a , 



m « 



a"z=j4.i " =j4(Cos.2 — itsr+v/— iSin.2 — i^cr) . 



Or , si — est une fraction irréductible , en donnant à k toutes 

n 

les valeurs enlitTcs possibles , on obtiendra n valeurs difTérentes 

m_ 

de a '\ ni plus ni moins. Si , ensuite , on met — à la place 

np 

de -, on aura 

a " =^(Cos.2. — A:'CJ+V^--rSin.2 — krs) : 
^ np ^ np ^ 

or il est facile de voir qu'en donnant à k toutes les valeurs en- 
tières possibles dans cette dernière formule , on n'obtiendra jamais 
que les n valeurs diflerentes déjà déduites de la première. Il n'est 
donc pas besoin de donner une restriction arbitraire à la défini-- 
tion des logarithmes , pour réduire l'exposant à ses moindres ter- 
mes , puisque la formule l'y réduit nécessairement ; ce serait , au 
contraire , tomber dans cet inconvénient que de donner aux ex- 
posans des dénominateurs infinis ^ et d'établir arbitrairement qu'on 
ne doit pas les réduire. 

Un autre objection , relative aux courbes discontinues , me pa- 

(*) Voyez V Algèbre de M. Lacroix , n.« 17a. 
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ruU encore moins foiidLîe que la pit'ct'dwite. M. Slein dit que , si 
l'on faisait d'autics hjpocliùses q[ie les miennes sur la snccesston 
dfS râleurs de .r , on parviendrait à des résultats diflërens des mieus ; 
que si, par eseraple, au Ucu du dénominateur 4^+2 on choisis- 
sait i', on trouverait, pour la courbe y=.a' , en suivant mol à, 
mot mon raisonnement , une tranche composée de parties continues , 
si^parces par des points , du côté des y négatives ; et que , si l'o» 
prenait pour dénominateur sy-j-i , on ne trouverait rïen du côté 
des/ négatives. 

Avant de répondre i cette objection , je ferai d'abord doux ob- 
servations : la première , que ni ht formule a* ni la formule 4?+^ 
n'est propre A représenter tous les nombres entiers. J'ai choisi la 
dernière uniquement parce qu'elle m'a paru plus propre qu'aucune 
autre îi faire ressortir les résultats que je voulais mettre en évi- 
dence. La seconde observation est qu'une série de points infiniment 
rapprochés ne sulTisent pas plus pour constituer une ligne que les 
sommets d'un polj'gone pour former le polygone. D'un côté comme 
de l'autre, il faut que ces points soient liés entre eux ; car une 
ligne se compose d'élémens et non de points ; et cela prouve , en 
passant , que l'on a tort de délinir les lignes , comme on le fait 
quelquefois, une série de points infiniment rapprochés (*). 

Maintenant, pour répondre à M. Steiu , il me sulHra de mettre 
en regard son raisonnement et le mien. M. Stcîu donne à x des 
valenrs qui ont pour dénominateur commun a' ; il trouve plu- 
sieurs ordonnées successives réelles : et , sans s'inquiéter si , entre 
elles , il n'en existe pas d'imaginaires , il conclut qu'il y a continuité , 
ou bien les valeurs qu'il donne ù x ont pour dénominateur com- 



(*) On peut très-bien délinir li ligne une strie âe points injtniment voi- 
sins les uns des autres, pourvu (ju'on ajoute celte condition qu'il se trouve 
toujours un de ces points sur toute droite indéliiiie inent^e sur leur plan , de 
nuoiérc ù passer entre le premier et le dernier d'entre eux. 

/. D. G. 
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tnun 2^-f-i ; il trouve plusieurs ordonn(?os successives imaginaires ; 
et , sans s'inquiéter si entre elles il n'en existe pas de rt'-fllcs , il 
conclut que le lieu géométrique est entièrement imoginaîre de ce 
côté. Tel est le raisonnement de M. Steïn ; voici le mien : je donne 
à X des valeurs qui ont pour dénominateur 4y+:; ; je trouve les 
ordonnées successives allernativenient réelles et Imaginaires, ci j'en 
conclus qu'il y a discontinuité. Je laisse au lecteur à décider do 
quel côté est la vigueur du raisonnement. 

Que l'on veuille donc bien remarquer une chose sur laquelle , 
apparemment je n'ai pas assez insisté. C'est en croissant d'une ma- 
nière continue dans la formule 



que la variable x fait prendre à la variable y des valeurs discon- 
tinues ; et cela ne paraîtra pas trés-surprenaat , si l'on considère 
que la formule , bien que continue par rapport h x , est , par sa 
nature , essentiellement discontinue relativement à k ; cette quan- 
tité ne devant recevoir que des valeurs entières. C'est cette m^me 
considération , assez délicate pour échapper au premier aperçu, 
qui , à ce qn'il me paraît, rend fautif le raisonnement de M. 
Stein , au n." i:: de sa dissertation ( page io5 ); la quantité k 
qu'il considère étant astreinte à demeurer entière , même à sa li- 
milc infinie; la continuité qu'il suppose ne me paraît plus pou- 
voir être admise. 

Je pourrais ajouter d'autres raisons encore à l'appui de mon opi- 
nion ; mais je veux épargner au lecteur l'ennui d'une discussion 
qui , peut-être , ne serait pas à ses yeux d'une haute importance. 
Je crois cependant devoir signaler l'existence de certaines lignes . 
composées de points situés d'abord à des distances finies , se rap- 
prochant insensiblement et se terminant en lignes poîuliUées ou 
ponctuées; et à l'égard desquelles, conséqnemuient , il n'est plus 
possible de nier la discontinuité ; et les lignes discontinues se pré- 
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sentent alors tout naturellement comme les limites de séries de 
points qui se rapprochent indéfiniment sans jamais s'éteindre. Je 
pourrai revenir plus amplement sur ce sujet dans la dissertation 
dont je m'occupe actuellement. 

11 ne sera pas sans doule hors de propos de répéter ici la dé- 
claration que j'ai déjà faite dans les Annales ( lom. XV , pag. igS ) 
que le fond de la théorie des courbes discontinues se trouve dans 
Euler. Si je l'eusse su plutôt, probablement que je me serais dis- 
pensé d'écrire sur ce sujet. Mais , puisqu'il en est autrement , on 
trouvera naturel , je pense , que je m'appuye de l'autorité d'Euler , 
ou plutôt que je défende ses principes , auxquels j'ai été conduit 
par mes propres recherches. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème de Géomélrie. 

Ues points , au nombre de m , étant donnnés dans l'espace , cl 
n étant un nombre entier moindre que m — i ; on peut détermi- 
ner n+i points tels que , si, d'un point quelconque de l'espace , 
on mène des droites à ces m^n-^i points , la somme des (2/2)™** 
puissances des droites menées aux m points donnés soit à la somme 
des (2n)^^^ puissances des droites conduites aux /?+i points trou- 
vés , comme m est u /2+i. 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Mémoire sur les intégrales clèjînîes , oii Ton donne 
une formule générale de laquelle se déduisent les 
valeurs de la plupart des intégrales définies déjà. 
connues et celles d'un grand nombre d'autres ; 

Par M. Cauchy , de l'Académie royale des sciences , etc. 



J 'ai montra , dans plusieurs mrmoires , dont l'un a été pr(5scnté 
à l'Institut le 7 novembre 181 4 > les avantages que pouvait olTrir 
le coDsidL'ration des iiiti?grales di^finies singulières , c'est-à-dire , 
prises entre des limites inlinicnent rapproch(?es de certaines valeurs 
attribuées aux variables qu'elles renferment. On peut consulter à 
ce sujet i'anulise des travaux de l'Institut, pendant l'anni^e 1814, 
où se trouve imprimée une partie du rapport de M. I^gendre » 
sur le niéuioire que j'avais présenté dans la même année. On peut 
également consulter un article inséré dans le Bulletin de la sociétfî 
pbilomaiique pour 1833 , le résumé des leçons que j'ai données 
k l'école polytechnique , le XIX/ Caliier du journal de cette école , 
les notes ajoutées au mémoire sitr la théorie des ondes , insère 
dans le recueil des pièces couronnées par linstitul , enfin un nou- 
veau mémoire sur les intégrales définies , prises entre des limites 
imaginaires , et uu «stralt de ce tnémoire inséré dans le Bulletin 
des sciences, d'avril i8a5. 

Parmi les formules générales que j'ai données dans ces mémiû- 
Tom. XFI, n." IF, i." ocioâre 1825. i3 



int'iêgbales 

res , Tune des plus remarquables est celle <jui fournit la valeur 
lie l'intégrale 

'+=0 , 



/: 



fMdx , 



lorsque la fonction ^(^-i-yy^ — i) s'évanouit i,* pour *=s^^oo , 
quel que soit y; 2." pour ^ = 03 , quel que soit jr , et que d'ail- 
leurs cette fonction conserve une valeur unique et déterminée , 
pour toutes les valeurs de x et de y renfermées entre les limites 

;r = — co , ar=-\~ro , y^o , y=QO • 

Si , après avoir cherché les racines réelles ou imagiaaires dt 
l'équation 



(0 



K^) 



on désigne par x, ; :r, , :r, , celles de ces racines dans les- 
quelles le coeflicient des i/— > ^st positif, et par f, , f, , f , , ... 
les valeurs que reçoivent les produits 

lorsque c se réduit à zéro~; alors en posant 

(=) A==^cf.+f.+f> + --)/^ C) 

on trouvera 



(*) Ri^sumt' , pag. i35 , formule (i3). 
(**) Resttiue> pag. i36, formule (i4^ 
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C'est ce que l'on démontre sans peine , à l'aide do la mtfthode 
que j'ai employée dans la 34."'* leçon dn calcul inflnttésîmaL 

Si l'équalion (i) avait plusieurs racines égales à jr, ; en dé- 
signant par m le nombre de ces raciijes , et par t un nombre 
tnfinttneut petit , il faudrait supposer -, dans la formule (2) non plus 

f,=,f(^,+.) , 



J— i[,«.f(,,+01 _ 



.. (m— 1) 



(•) 



Enfin, si, dans la racine x^ , le cocfllcient de v^— T se re'duï- 
saii à la limite des quantités positives décroissantes , c'est-à-dire, 
à zéro , ou , en d'autres termes , si la racine i\ dcrenait réelle ^ le 
terme f, , corrcspondiint i cette racine, devrait être réduit ù moi- 
tié. Dans la méuic liypothèse , réquaiion. (3) fournirait , non plus 
la valeur générale de l'intégrale 



JllK-)i- 



qui deviendrait indéterminée, mais sa •va]ûur prfncipale , c'est-îi- 
dirc, la limite ver> laquelle convergerait la somme 



/*^ 'f(j-)dj:4- /*^'^_f(x)dT 



Uindis que c s'approclieraîl indi'finii 
semblables doivent être faites à l'éj 
ré"qualion (1). 



lent de zéro. Des remarques 
ard de' toutes les racines de 



' les intégrales pri 




INTÉGRALES 



Ajoutons que , dans le cas ou lëquatioo (i) a des raciaes rm> 
les f il est facile de transformer la valeur principale de l'intt'grale 



/: 



f(jr)àx 



qni compose le premier membre de la formule (3) , en une in- 
tégrale dt^iinie , dans laquelle la fonction sous le sigiiey cesse de de- 
venir ia^aiment grande , pour des valeurs réelles de la variable x. 

Comme la formule (3) fournit les valeurs d'une multitude 
dinti^grales définies, il ne sera pas inutile d'en donner une dé- 
monstration directe. La démonstration dont il s'agit sera l'objet de 
la première partie de ce mémoire. Dans la seconde j'indiquerai 
les applications les plus remarquables de cette formule. 

Première Partie. 



La formule (3) se déduit très-facilement d'un théorème que 
nous allons établir en peu de mots. 

THEOREME. Si l'on désigne par f(:r) une fonction telle que 
l'expression f(s-\-y\/ ^t) s'évanouisse i.' pour ^z=:^ea , quel 
que soit y ; ii." pour j=!ï3 , quel que soit ^ , et demeure tou- 
jours finie et continue, entre les limites j:^— » , x:=:-\-<x) , y=o , 
^ = 00 ; et si , de plus, on nomme F la limite vers laquelle con- 
verge le produit :rf(:r) , tandis que la valeur numérique de x de- 
TÎeiit iaHuituent grande ; on aura 



(0 



flZ fWd-=-»F, 



V- 



Démonstration. Pour établir ce théorème, nous chercherons , d'à-*' 
bord la valeur de l'intégrale .. ,., -,, , .,.. 
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Or , g^nérdement » 
(3) 



3:: — 1/-1 jz — ' 



Si l'on înlt'gre les deux membres de IVquatîon pr^c^dente , par 
rapport à x et à y , entre les Limites x^~X, ar^-^X ^ ^"=0 » 
Y=JB , on en tirera 



I d.f(,4-TV-.) , , ._ / / d.f(i- 



■fW-') 



puis, en ayant t^gard à la condition f(jf-|-x ^^)=o 

W y;tx K^y^=-\/~-/'y(x+ï\/—,)-K-x+y\/-OJir 

Si maintenant on attribue à la quantité A'uncTateur très-grande, 
on aura sensiblement 

(j:+^/=7)f{x-b'/r7)=(-A-4-^t/=Dt(— Y+jv/=7)=F, 

et , par suite , 
d'o 



dxdj ; 



X+/V- 



-X+)V-i 



(5) 



fZ'^^'''=-'^^fl\^Ù^.+ ^^\ '^ 
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=:F/=; 



Cette dernière équation deviendra rigoureuse , si l'on pose X=so j 
et se réduira dès lors à la formule (i). 

Observons toutefois que , sî l'intégrale de'fîiiie 



(6) 



/î: f<-)'i- 



est du nombre de celles dont les Tfilptirs gifin^rales sont înd^leri 
minimes, la formule (i) fournlm seulement une valeur particutitfre 
de l'iiUi'grale (G) ; savoir, ceilo qui sert Ae liuiile à Hul^rale (3)' 
et que nous avons nonimée v&li-iir principale 

Corollaire I. Lorsque la quantité di'sijjnée par FsVvanoult, l'in- 
tégrale (fi) n'admet qu'une seule valeur , qui se réduit à léio , 
eu sorte qu'on a 

(7) ■ J'tl f,:r)dx=0 . 

Ainsi, par exemple, si l'on prend 



fM= 



«y — I —a 



on trouvera 



r^" -°-^vf-'-' a.--rr r^=- 



et , par suite 



^^^^^^^^^^ BEriNlÈs. 


"1 


1 






1 


(a) fZ'^''="- " 






Corollaire IL Si l'on désigne par f(j:) et <p(jr) deux fonctions 
qui, considt-rL'es isolément, ne vérifient pas les conditions énoD- 
cécs dans le théorème j mais dont la difîërence 


.• 


i 


fC^)^(^3 




■ 


satisfasse aux conditions dont ii s'agit ; alors en représentant par 




■ 


F et * 




il 


les limite^ vers lesquelles convergent les produits 




J 


jrf(:r) et ^<p(-^) > 




■ 


tandis que la valeur numérique de la variable :r croît de plus n 
plus i on aura évidemment 




1 


y"ii:^^)-vW]<i^='(*-F')/-^ > 




1 


tX, par suite 




■ 


(.0) f^ ((^)dx=J^ T(^)ir+,.(*-Dv/- . 




1 


(*) La formule (8) a été doaadc par M. Laplace. La formule (9) wt 
dridcDie. 


^ 




^ 




^^ 
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,o4. INTEGRALES 

Les intégrales comprises dans cette dernière formule doivent en~ 

core être réduites à lenrs valeurs principales. 

Si la quantité F s'évanouît , on aura siuiplement 

(l l) f^^ f;.r}dj:= r^ «,(j-)d^+tir*V^ • 

Corollaire III. Supposons que l'esprcssion 

sVvanooisse i.' pour xt=-^xi , quel que soit y; 2.* pour )'=oa , 
qael que soit x , uiaïs devienne inllnie pour un ou plusieurs sjs- 
til'oies de valeurs positives ou m'gatîvos de :r , el de valeurs nul- 
les ou positives de y. Alors , pour d(!termiuer l'iuK^grale 



r-z 



t(x)dx 



à l'aide de la formule (lo) ou (ii), il suffira de iroifrer nnt 
foucliou rationnelle de x telle que la différence 

fW-rW 

remplisse les conditions énoncées dans le théorj^me. En cberchaac 
cette fonction rationnelle, et supposant de plus F=o , on se trou- 
vera conduit à la formule (3). C'est ce que l'on reconnaît sans, 
peine, en suivant la méthode que nous allons indiquer. 

Considérons d'abord le cas ou l'expression (lo) devient Infinie 
pour x^=a et y=^b , l> représentant une quantité positive ou nullo. 
Faisons, pour abréger, a+è\/^ = x, , et désignons par f, la li- 
mite vers laquelle converge le produit (x — :r,)f(j:) , tandis que le 
facteur «■—X, converge vers zéro la diflérence 



f, 



{x-.r,>fC*)-F. 
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obtiendra, eh gi'nt'ral , nue vak'ur lùiie pour arsx, ; et si , en- 
tre les racints tli: reniiatI(Jii 



(,.) 



r(xj 



la racine x, est la seule dins laquelle le coeCflcIenl de \/^ soit 
positif, cette ciiff(;rence roiuplira los conditions énoiiCL'es daus le 
ihéoreàie. On pourra dune prendre 



(,3) 



V»= 



-iyj- 



Ccla posé, on trouve i." 

("i) *=f. 

t.* si II est nul 



(.5)/ ,f(T)iz=lfim.l — =f..Siii.i/f'^Y=o, 

et , si ^ est positif 



Par suite, l'équation (lo) donnera, si b est nul, 

(17) /^ll]" f(T)ir=wf..i/^ . 

CI , si j est positif 

('8) jt!° t»d^=2trf,.i/=I. 
ÎVm. XFl. 



H 



jo6 INTÉGRALES 

Si à dévoilait 'm'gatif , on devr^iit prendre y(x)=o , et ion au- 
rail , en cousi.'yuence , • 



r-: 



nous avons supposé qne 



Poiir Aablir les formules (17) el ( 
le produit 

convergeait vers une limite finie f, , tandis que le facteur x — x, 
s'a]iprocliait iiidéfiniuicnt de zéro. Supposons mainleuant que le 
produit (no) ait une limite infinie , el <juc , dans la suite 

(:.:_:r.)fM , (4:-I,)'fM > (^-».)'%) (-^-^.rfW . 

le terme 

soit le premier <jui ait une lîmilc finie. Alors , si l'on pose 
(==) (x-j:,)"fCx;=/(i) 



=AX.)+-— '/■(■r.)+.- + 



...(m-1) 



/■"-'(T.)+(x-:r.)-iM , 



]a fonction ï^(x) conservera , en général , une valeur finie ponr 
x^x^ , et remplira la condition éjioiictje dans le tliéorèine. Comme 
iDU aura d'ailleurs 






/"(«.) 



■ l.»....Cin-i)'»-«, 



il est clair qu'on pourra prendre 



(,3) t;i)= 



'.•> 
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^-'-if^ L_. +: 4. -^ '"^ l_ 



/"-■'(-.) 



(*-,r,)"-. l.j (i-»,)' 

£a adoptant cette valeur de v(^) , on trouvera 
/t"-il(»,) 

*^ ^ r 

l.a.i yjl — 1) 

et par conséquent l'équation (i4) continuera de subsister, pourvu" 
que l'on suppose 



On trouTera encore, dans celte hypothèse, i." lorsque li etanC 
nul , les expressions 

/'"-"(*.) , /"-'V.) , /""-'"(^,) , — 

se réduiront toutes à zlto , 



<") 



ftz^(.)i. 



U~0 ; 



2." lorsque , è ^tant nul , quelques-unes des mêmes expressroW 
obtiendront des valeurs diiï^rentes de zéra 

3.* lorsque h sera positif 

f i° ,fWdx=r/.v=;. 
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Par suite, les formules (17) er (18) subsisteront encore, si la 
racine di; l't'qHalion (12) désignée par x, -est mie racïue imagi- 
naire , dans laquelle le coefficient de v^^ soit positif , on ime 
racine réelle pour laquelle les cspresiiuus 

/'"-"(T,) , /'"-"(x,) , /<-"(»,) 

s'évanouissent. 

Si , dans la racine x, , le coefficient de ^^ était négatif, on 
retrouverait la formule (19^ 

Si l'équaiiou (1 2) admettait plusieurs racines j^, , r, , j-, , ; 

alors , pour obtenir une valeur de <p'x) propre à remplir les con- 
ditions prescrites, il suffirait d'ajouter les valeurs de f(jr) fournies 
par des équations semblables à la formule (i3) ou (aS) , et cor- 
respondant aux diverses racines. Eu opérant ainsi, on se' trouverait 
évidemment ramené k la formule (3). 

Dans la seconde partie , je développerai les nombreuses consé- 
quences qui peuvent être déduites de la formule (3). 



TRIGONOMETRIE. 

Noie sur le problème de la bisectlon de V angle; 

Par M. QuERRET , professeur de Mathëmatiques transcen- 
dantes à la faculté des sciences de Montpellier. 



^. 



Kjn sait qu'eu désignant par a un angle quelconque , on a 

Sin.3x=3Siu.o! — 4^'"'« > 
d'où, en posant , Sîn.3a=/n et SIu.a=* ' 



DE L'ANGLE. 



*' — ^x-j-jm^o ; 



(0 



On dJmontre ordinairement qtie cette équation a ses trois racines 
réelles, soit par la considération de la multiplicité des angles aux- 
quels répond un ui^me sinus , soit en faisant voir qu'elle tombe 
dans le cas irréductible. 

Mais on peut aussi déduire immédiatement cette vérité de la forme 
même de l'équation qu'il s'agit de résoudre. Et d'abord , comme 
elle est d'un di?gri^ impair , elle doit avoir au moins une racine 
réelle. 

En second lieu , parce que m est un nombre plus petit que l'u- 
nité , on doit avoir 



or les premiers membres de ces inégalités ne sont autre chose que 
les résultats de la substitution de -|-i et — -i à la place de x , 
dans le premier membre de l'équation (i) ; donc, soîi que cette 
équation ait trois racines réelles soit qu'elle n'en ait qu'une seule, 
elle doit avoir une racine réelle comprise entre ■-+-! et .^i. 

Or tout nombre abstrait compris entre -\~i et — i peut être 
considéré comme le sinus tabulaire d'un certain angle , d'oii il suit 
que nous pouvons représenter une des racines de l'équation (i) par 
SIn. a, ce qui donnera la condition 



Sln.'. 



-^S!n.a-i--^m = o : 



(=>) 



Or on peut prouver que , l'angle a étant pris de manière à sa- 
ùsfaire à cette condition, Sin.a , Sin.(-j «■-+-«) et Sin.(7ar-(-a) se- 
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roni les trois racines de la proposée, ou , en d'autres termes, que 
ri'qiiatioa (i) sera ideolique avec 

{^-Sm.aî{.F— Sui.(ît!r+a)}{x— SLii.(fCT+a)}=0 .. (3) 

on , en multipliant , avec 



r^— Sîn.ût 

— Sin.( 7 rsT+a) 
•— Sin. ( 7 ts-[-a) 



jî'4- Sm.aSin.^T" -cr+a) 

-|- Sln,aSîii,( y CT-f-a) 

-(-Sin ( 7 ■cT-|-ai)Sin ( 7 tir+a) 



a-Siii.«Slo.(*»4-«)Sii).(ît4.«)=o , 



équation dans lamelle il s'agît présentement J'exifcnler l'es réduc- 
tions. 

Oe , en verttt du ihéocème Sin^-|-Sin.^=:aSin. 7-(/j-{-^^Cos. 7 { p — y) 
gn a d'abord 

Sîn.(7iT-|-a)+Sin.(~-CT+aî=2Sîn.('or+a)Cos. 71»= — Sin.a , 

au moyen de quoi le coelHcient de x^ s'anéantit. On conelut en- 
suite de Ik 

Sin.a5in.('7 t»-f ûi)-|-Sin.otSin.( |- -wH-a) = — Sln.'a ; 

d'an autre côt^^ parce que Sîn.(|-nr-ï-aJ==— Sin.(-7'Br — «) ». 

SiD.(-7«ï-)-a)Sin.(7-'tw-^-o[)=: — Sin.(7CT+o)Sin.(7'or — a) , 

«u par la formule Sin.(p-\~^)Sin.( p — y)= ^ ( Cos.2y— Cos.2^) , 

Sin.( 7; OT-J-B)Sin.( * ot+o)^ ^ ( Cos. y «r — Cos.3a) 

va. tien: 



DE T/ANGLE. 



Sin,(^ tar+a)Sîii.(*fa'+«)= — ; — -î-j-Sin.'! 



J+Sin 



an moyen de quoi le coedicicnl de x se rëduîl à — i". 
KalÎD , d'aprc's ce dernier résultat 

Sin.otSin.( ' tT4-a)SiD.(-*tiT-f-a)= — Sin.o((J — Sin.»a) 

oa encore (2) , 

Siii.a5iQ.( îra'+a)Sin.(|-iT4-3')=:Sin.'a— 4 Sin.at — -m 

de sorte que le dernier terme se réduit à , m. L'équation réduite 
est donc fiiialemeat 

X* — 4-''+ J m=o , 

c'est-à-dire «aclement la même ijue la proposa qui consé- 
^uemment doit, comme otle , avoir pour ses trois racines, SiiiiSf 
Sin.(-j--CT-|-a) et Sin.(l-CT-t-a)' 

Si l'on avait m=+i ou ffl=: — i ; ce qui pourrait <!trc , l'cqua- 
tîou deviendrait 



«'—4-^+4 



=0 ou x' — j X — -1 



elle serait satisfaite par :r=+i ou :r = — 1 ; on aurait donc 
ce=i ^ CT ou n.^' ■a; les trois racines seraient donc 

Sin.^cr, Sin.-Jta-, Sîn.jCi OU Sin.-J-ia-, Sin.-jtr, Sin-'^-'K^j 

ou bien encore 

H-ï,'+{» — I ou +I>'^7) — \ 

c'est-îi-dire que, dans l'un et dans Taulre cas, rlle aurait deux 
racines égiiles. On parviendrait à la m^me conclusion en divisant 
l'équation par x — 1 ou par x+i ; le quotient serait 



ju QUESTIONS 

(x — -j)' = o o" (x'+-;)'=0 : 

On pourrait employer 1p mt'mo procède jiour dûmonlrer la réa- 
lité de toutes les racines de ['(.'(jitotloii 

à laquelle conduit le problème de la quiiitisectlon de l'angle ; 
mais , comme le calcul est un peu long , nous ne nous y aricUc' 
TOUS pas. 



QUESTIONS RESOLUES. 

'Solution de deux des quatre proh/èrnes df ^e'omé/rte 
proposés à la pagn 68 du XL' \oltutie des Auuales ,■ 
et de deux autres problèmes analogues ; 

Par feu J. B. Durrande, 



J^EMME I. 5/ âear cercles se coupent orihogonalement , r'w/- 
k-dire , de manière tjue les droites menées du centre de chacun à 
ses points d'intersection at-ec l'autre soient tangentes à ce dernier ; 
la polaire d'un point quelconque de la circonf.rence de l'un d'eux , 
prise par rapport à l'autre , passera par f extrémité du diamè- 
tre menée par ce point. 

Démonstration. Désignons par C et O tant les centres des deui 
cercles qnc ces cercles eus-m^mes , et soit I l'une de leurs inter- 
sectiousi de itUe sorte que CI soit une tangente au cercle O. Par 



y^ 
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un (jaelconque P des poîtits de la circonférence de ce dernier cer- 
cle, soient menJs le diainèlre PK ei la droite PC, coupant de 
nouveau cette circonférence en Q. Par la propriété de la tangente 
et de la âccaate issues d'un même poiut, on aura 

CPxCQ=:cr, 



de sorte que P et Q sont deux points conjugnés , par rapport atl 
cercle G. Or , si l'on mène QK , l'angle PQK , inscrit au dt-mï- 
cercle, sera droit ; QK est doue une perpendiculaire par Q à CP; 
c'est donc la polaire du point P. 

LEM31E II. Si ^eux sphères se rnupp.nt orthogonahment , c'est- 
à~âire , àe manière ijue ia surface conit^ue ^ui , ayant le centre 
de tune quelconque pour sommet , passera par son intersection avec 
Tautre , soit circonscrite à cette dernière ; le plan polaire d'un 
point (Quelconque de la surface de Fune d'elles , pris par rappor^ 
à Tautre , passera par l'extrémité du diamètre mené par ce point. 

Démonstration. Désignons par G el O tant les centres des deux 
sphères que ces sphères elles-mêmes. Par un point quelconque O 
de la surface de la dernière soient menés un diamètre PK et la 
droite PC , perçant de nouveau cette sphère eu Q. Si , par ces 
deux droites on conduit un plan , ses intersections avec les deux 
sphères seront deux cercles se coupant orthogonalement , et on prou- 
vera , comme cî-dessus, que QK est !a polaire de P, par rapport 
au cercle C; mais les points P et Q conjugués l'un à l'autre par 
rapport au cercle G , le sont aussi , par rapport à la sphère cor- 
respondante ; donc le plan polaire de P , p'>r rapporta celte sphère 
est un plan conduit par , pci]>endiculaîrement à CP ; ce plan 
contiendra donc QK perpendiculaire à cette droite , et çoaséquem- 
jnent il passera par le poiut K. 

THÉORÈME I. La circonférence du cercle décrit du centre 
radical de trois cercles comme centre , et ayec un rayon égal à 
Tom. Xri. ■ i5 
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la iangenie menée de ce centre à l'un d'eux , est à 7a fois le lieu 
géométrique des points du plan des trois cercles dont les polaires 
relatives à ces trois cercles concourent en un même point , et le 
lieu géométrique du point de concours des trois polaires ; et ces 
deux points sont constamment aux extrémités d'un même diamètre 
de re cercle. 

Démonstration. Dilsignons par C , C , C tant les centres des 
Irois cercles dont il s'agît que ces cercles eux-mêmes. Soient pareil- 
lement désignés par O tant leur centre radical que le cercle dé- 
crit de ce centre avec un rayon i^gal à la tangente menée du même 
point à l'un quelronqnp des trois cercles. Par un tjuelconque P 
des poïiils de la circonférence du curcle O , soient menées le dia- 
mètre PK et les droites PC , PC , PC , coupant de nouveau la 
circonférence O en Q , Q' , Q" ; comme , par construction , cette 
circonférence coupe les trois autres orlliogonalement, il s'ensuit 
'( Lemme I ) que , si l'on mène les droites QK , Q^ , Q"K , ces 
droites seront les polaires respectives du point P , par rapport aux 
cercles C , C' , C ; ces polaires concourront donc , en eflei , en 
un même point K > extrémité du diamètre conduit par P. 

Il est aisé de se convaincre que les points de la circonférence 
O sont les setits du plan des trois cercles qui jouissent de la pro- 
priété que l'on vient de démontrer leur appartenir. Considérons en 
eflcl un point p , autre que ceux de celte circonférence, par lequel 
soit fait passer une autre circonférence o coupant orthogonalement 
les deux cercles C et C ; si l'on mène le diamètre ph , on dé- 
montrera , comme ci-dcssus , que les polaires de p relatives à C 
et C concourent en k ; mais si , au lieu d'employer , dans cette 
construction, les deux cercles C et G", on emploie tonr-îi-tour 
les cercles C et C , C et C , on trouvera deux- antres points k' 
et h" de concours de polaires , sur des circonférences cf et c'' dJfTé- 
rentes de £■ j de sorte qu'alors les trois polaires ne concourront plus 
au m^me point. 

Lorsque les trois cercles se coupent de manière vt avoir une par- 



1 



RESOLUES. " ii5 

lie commune , leur ccnlrc radical , sïtut alors dans cette partie com- 
mune , leur ^Utnl ainsi intérieur k tous trois, il n'est plus possi- 
ble de leur mener des tangentes de ce centre ; aucun cercle ne 
peat donc les couper tons trois orlhugon aie aient , et par suite 
il n'est aucun point de leur plan dont les trois polaires concou- 
rent en un m^uie point. 

Ce qui précède résout complètement le problème III de la page 
6S du XI.° volume des Annales , et prouve en outre tjue le pre- 
mier des quatre problèmes proposés en cet endroit est impossible 
ou indéterminé. On demande en eflet , dans l'énoncé de ce pro- 
blème , de troufcr le point du plan de quatre cercles dont les po- 
laires , relatives à ces quatre cercles , concourenl en un même 
point. Or, s'il existe un tel point , en le joignant au point de 
concours des quatre polaires par une droite , ie milieu de cette 
droite devra , par ce qui précède , être le centre radical de cha- 
cun des quatre systèmes de trois cercles que l'on peut former avec 
les quatre cercles donnés. Le problème ne sera donc possible qu'au- 
tant que ces quatre cercles seront tels que , pris trois à trois comme 
on le voiidca, ils auront un seul et même centre radical ; c'est i- 
dire, qu'autant qu'ils pourront élre coupés orthogonalement par 
un cinquième cercle , dont alors tous les points résoudront le pro- 
blème. 

THÉORÈME JI. La surface de la sphère dont le centre est 
le centre radical de quatre sphères données et qui a pour rayon 
la tangente menée de ce point à tune quelconque de ces quatre 
sphères , est à la fois le lieu géométrique des points de Tespace 
dont les plans polaires » relatifs à ces çuatre sphères concourenl 
en un même point , et le lieu géométrique du point de concours 
des quatre plans polaires i et ces deux points sont constamment aux 
extrémités d'un même diamètre de cette sphère. 

Démonstration. Désignons par C , C-" , C , C" tant les centres 
des quatre sphères dont il s'agit qjie ces sphères elles-mêmes. Soient 
pareillement désignés par O tant leur centre radical que la sphère 
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décrite de ce centre et d'un rayon égal à la tangente menée du 
méaie point à l'une quelconque des quatre sphères données. Par 
l'un quelconque P des points de la surface de la sphtre O , soient 
menés le diamètre PK et les droites PC , PC , PC" , PC"' , per- 
çant de nouveau la spliôre O en Q , Q', Q'' , Q'" ; comme, par 
conslruciion , celle sphère coupe les quatre autres orlhogoualement, 
il s'ensuit ( Lemme II ) que , si l'on conduit , par les droîioa QK , 
Q'K , Q"K , Q/"K , des plans respecliveiuent perpendiculaires à PC , 
PC, PC", PC"', CCS plans seront les plans polaires respectifs du 
point P , par rapport aux sphères C , C , C" , G"' ; ces plans con- 
courent donc , en cÛ'et , en un même point K , extrémité du dia- 
mètre conduit par P. 

Ici encore on démontrera que les propriétés que nous venons 
de reconnaître appartenir aux points de la surface de la sphère 
O leur appartient exclusivement. Si , en elTet , un point p de l'es- 
pace n'est pas sur cette surface , on pourra toujours par ce point 
faire passer quatre sphères o , o' , o" , o'" qui coupent orthogona, 
lenient trois des sphères données. Menant alors dans ces sphères 
les diamètres p/c , pk' , pk" , pk'" , on prouvera, en raisonnant 
comme ci-dessus , que les quatre plans polaires de p , par rapport 
à C, C , C" , C"' , concourent trois à trois aux points k , k^ , 
h" y k"' et, que conséquemment ils ne concourent pas tous quatre 
en un même point. 

Si les quatre sphères se coupent de manière à avoir une partie 
qui leur soit commune h. toutes , leur centre radical , situé alors 
dans cette partie commune , leur étant ainsi intérieur à toutes qua- 
tre , il ne sera plus possilile de leur mener des tangentes de ce 
centre ; aucune sphère ne pourra donc les conper toutes quatre 
orthogonalemont , et par suite, il n'y aura aucun point de l'es- 
pace dont les quatre plans polaires concourent en un même point. 

Ce qui précède résout complètement le problème où, l'on pro- 
poserait de déterminer le lieu g^métri^ue des points de fespace 
dont les plans polaires , relatifs à quatre sphères données , concow 
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rent en un même point , et prouve en outre que le problème où 
l'on proposerait de déterminer le point de t espace dont les plana 
polaires relatifs à cinif sphères données concourent en un même 
point , est toujours impossiljle ou indéterminé. Si en effet ces cinq 
sphères peuvent être tomes coupées orthogonalemenl par une sixième 
splière , tous les points de cette dernière résoudront le problème^ 
et, dans le cas contraire, ce problème , sera impossible (•), 



Solution du problème de géométrie énoncé à la poQt 
368 du XV. " volume du présent recueil \ 

Fac un abonné. 



PROBLÈME. Vn donne tune des fates latérales dun trône 
de prisme triangulaire , la longueur de Parité latérale opposée , 
la section du tronc par un plan perpendiculaire à ses arêtes la- 
térales , et par suite le volume du tronc ; et l'on demande quelle 
doit être la situation de V arête latérale donnée de longueur , par 
rapport à la face latérale opposée , pour que la somme des aires 
des deux bases du tronc soit un minimum ? 

Solution. Soient ABB^A' la face latérale donnée et CC la pro- 
jection orthogonale, sur le plan de celte face, de l'axéte latérale 
opposée , dans la situation qui convient au minimum de la somme 



(*) M. Darrandef dëj^ très-gravement malade lorsiju'i! nous adressa es 
qu'oa vient de lire , nous avait annoncé la solution de deux autres pro- 
bUmes du l'endroit cité. Il a terminé saas carrière sans l'avoir pu mettra , 
|tar écrit, 

S. D. G. 
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des aires des deux bases j en menant CA , CB , C'A', C'B' , les 
deux triangles ACB , A'C'IV seront les projeclions des bases, sur U 
même plan. Soient D , H' les points où La directiou CC ivucou- 
Ire les cok's AB , A'B' 



.E 




G C 




de ces bases ; puisqu'on connaît la section perpendiculaire aux arê- 
tes lati-rales du tronc, il s'ensuit que, bien que les points C, 
C soient inconnus , on connaît néanmoins la droite HD' ainsi qus 
sa distance h l'arête latérale dont elle est la projection ; et, comme 
les longueurs CC et DD' sont connues, il s'ensuit qu'on comiaU 
aussi la somme CD+C'D'^DD' — CC. 

Prolongeons les côte's non parallèles AB, A'B' , jusqu'à ce qulls 
se rencontrent en E. De ce point E, abaissons une perpendiculaire 
EG sur DD'; divisons en outre l'angle DED' eu deux parties ega- 
leSj par' une droite qui reucuutre DD' eu F ; imaginons enûa des 
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points inconnus C , C des perpt-ndiculairt-s CH , Cil' sur AB , A'B'. 

Cela posé , il a d^jà été di'montrt? ( Annales , totn. XIII , pag, 
187 ) que, pour que la somme des aires des bases du tronc fût 
un minimum, il fallait que l'arête dont la projection est CC fût 
tellement située , que les plans de ces bases fussent également incli- 
nés sur le plan de la face latérale opposée ABB'A' ; ce qui se ré- 
duit évidemment à faire en sorte que les perpendiculaires CH , 
C'H' soient de même longueur. II s'agit donc de savoir de quelle 
manitre il faudra placer les points C , C ou seulement l'un deux 
sur DD' , pour que cette condition soit remplie. 

Les triangles rectangles semblables DGE , DHC , d'une part , 
et les triangles rectangles semblables D'OS , D'H'C , 'd'une autre, 
donnent 



DE : CD : : EG : CII= 
D'E : CD' : : EG : C'ir= ■ 



puis donc qu'on doit avoir CH = C^' , on aura, en supprimant le 
facteur commun EG , 



c'est-à-dire , 






CD : CD' : : DE : D^ ; 



Mail , parce que la droite EF divise l'angle DED' en deux parties 
iégales , on a 

DE:D'E::DF: DT ; ■> <.i în-^,...» 



donc, ïi cause du rapport commun, 
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DF : D'F : : CD : CD' 

d'où 

DF+DT : CD+C'D' ; : DF ; CD i 

c'est-à-dire , 

DD' ; DD'— ce : : DF : CD ; 

ce qui fournil la construction suivante : 

Soient pontes DD' sur DE, de D en K, et CC sur KD de K 
en L ; soit menée KF , el , par le point L , soit menée une parallèle 
à celte droite ; cette parallèle rencontrera DD' au point îucoduli G j 
de sorte iju on aura alors tout ce qui est nécessaire pour conjtruitf» 
le tronc de prisme. 



Démonstration des deux théorèmes d'analise et de 
géométrie énoncés à la nage G^ da présent volume , 
el du théorème de géométrie énoncé à la page 644 
du volume précédent ; 

Par M, Lenthéric , dootcur èa sciences , professeur de 
mathëmatiques et de physique au collège royal d9 
Montpellier, 



A. la page SyS du précédent volume , il a été démontra l'iVj 
adoptant les notations abrégées 



V'+}1_ 
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.[Z},[y} 



a! C" 



_) , [Jl [_ 



•ô)! 



Si , d:ins cette formule, on pose m^jr , ^^ — i, et qu'on remette 
en place des divers symboles les djveloppeniens qu'ils représen- 
tent , en supprimant les facteurs communs aux deus termes des 
diverses fractions résultantes, il viendra 



»+y *4-r— ï «+y— a r+t 



»+/ «4i- 



=-+rt+7 






qui est, awx BOlalions près, le llu-orème J'analise tnonté à la page 
64 ttu présent yoliime. 

Avant de passer à la di'mnnsiratîon (lu tlieort-me de gt'ométrie ,' 
il nous faol d'aboril constmire quelques formules propres à nous 
conduire 5 notre bul. 

Soit X l'angle au centre d'un polygone régulier de n côtés. Je 
telle socle qu'on ait nj: = a«r; en désignant par m un nombre en- 
tier positif , plus petit que n , on aura , comme nous l'avons dé- 
montré ( pag. 4i ). 

CoS7nx-f-Cos.2mjr-|-Cos 3/«x-f- — ■ -\-Co6.nmx^o , 

Sin.TOjr+-Sin.ûmj+Sin.3mJ'-J- -\-Sin.nmx = o ; 



, parce que Cos.nmjrs=Cos.2m'W=i et Sttt.nmx^Sia.2mia=o , 
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i+Cos./7ix+Coa.2m.T'^Coi.3mx-\- ..... -i-Coi.(n — i)mx=zo , (A) 

Sin.mx-\-Sm.2mx-^Sia.ims-\- -|-Sia.(n — i)/nj-=o, (B) 

Ces ëqiiatiuns ont lieu également lorsque m est plus grand 
que n , pourvu qu'il n'en soit pas multiple. Si , en efTet , on pose 
m=çn--\-m' , où du ait m'-n^m ; en substituant daus les premiers 
membres des équations (A) et (B) , et observant que gén enraie ment 

CoS.A(y/I+m')j:=:sCoS.(2Jy«r+im'j:) = Cos.Ara'x , 

Siii./(^^/i-i-m')x^Sin.(^:i)yxa-\-)m'jr') — Sin.).rji'x ; 

ces premiers membres deviendront 

i-J-Cos./n''x-f-Cos.2m'x-|-Cos.3j7ï'':r+ -4-Cos.(/7— l)m'jr , -" 

Sin.m':r-J-Sin.2/»''^+Sin.3m'j:-t- -|-Sin.(/i — i)m'x ; 

et seront nuls , par ce qui pre'cède. 

' En désignant toujours par. x l'angle au centre d'un polygone 
régulier de n côtés et par a un angle quelconque; /n étant un 
nombre entier positif, non multiple de n , on trouvera en déve- 
loppant 

Cos.r7la+Cosm(a+x)+Cos.m(a-\-2x)-^ .... ■^Cos.m(a+i^^.x) ' 
= {i4-Cos.m.r+Cos.2m:r-4-Cos.3/77rc-l--... H-Cos.(n — i)mx]Cos'ma 
— [Sin.mj;-|-Sin.a'7i:r-f-Sin.3/7ïjr+ ,.,.. -)-Sin.(rt — i)mx]Siri.ma ; 

c'esl-à-dire en vertu des formules (A) , (B) 

Cos.ma^Cosjn{a-\-x)-^Cos.m(a-{ax)-\-... +-Cos.m(<T+n^.x)=o . (G) 
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Cela posé , on sait, comme nous l'avons déjà observiï ( pag. 4' ) > 
que z ëlaiit un angle quelconque et p un nombre entier positif 
quelconque , on a 

)s/z= ^^ {Cos./.z4- -Cos.(;j— 3)r-H i.^Ili Cos.(/»— 4)i+ ...... } 

pourvu qu'on: arrête le développement dès qu'on ne reiicoiftrera 
plus d'atcs posilifïi , et que , lorsque p sera pair , on ue preuite 
que la moitié du terme qui contiendra l'arc nul. < i 

Mettant successivement pour z, dans cette formule, les termes 
di; la progression, a , «4— i^ > o-j-a^^ , a-\-n — \.x , on aura 



Cos/Cfl+3jr)= j^^ Cos;j(a+2j-)-l- ^ Cos.(/7-2)(«+2jr)4- . 



Cos/(fl+;^.:r) = 



aP-M 



*Cos.^(fl+n='i^)+^ Cos.(/>-2);«+;;:r^.T)+..| ; 



ce^ qui donnera , en ajoutant , 

Cos/a+Gos.''Cos.(fl+^)4-Cos/(fl+2x)4- +Cos/(a+;r^ x) 

Cos./ïi7+Cos.^(a+j-)-{-Cos.^((7+2x)-f- Cos/>(.T-J-n — i..r) 



+-7' 
1+ . . 



Cq5.(;i— 4)a-|-Cos.(;<-4)>+i)+...+Cos(/7-4X''+»— i-^) 



1=4 QUESTIONS 

tn p Cit. un nombve iuipuir , iioi) muliiple du n, tomes les 
ligiit'â (lu secuiid membre do celte équation scrout milles , en vertu 
de la formule (C) ; de surle iju'en remplaçant p par sA-J-i , on a 

[Cos.«]"+'+[Cos.(«+j)]"+'+[Cos.C<.+s^)]''"'"+...+[Cos.(a+;;^..,)j"-'"'=o,(I^ 

Si', an contraire, p est un nombre pair, les cosinus de la der~ 
nière |igii« seront tous légaux à l'miité , et bu tiouabre di- n , et 
leur coeUicient commun sera 



1 a 3 ■ 



I ( 



I OU 1 £n cbtingaut p en ii 

t 

11 faudra donc prendre n fois la moitié de ce coefficient , et mul- 
tiplier le résultat par y^ ou par — - — ; ce (jui revient à inul- 

tiplier de suite ce coefficient , tout entier par — . On a donc 

[Cos./ï]''^+[Cos(a+T}]'"'+[Cos.(a+ax)] "''-^ +[Cos.(a+^=r.jr)]*' 

ji SA ax— I 3\— a x+t 



En conséquence , si l'on fait successivement ) ^gal à o > i ^ 
s , 3 , , on tirera des formules (D) e(. (E) 
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—a — ir(i"-|-/-')"-"[Co5.ii+Coj.(«+x)+Cos.(<j+2i)+ +C{js.(o+;^.i)] 

+4■^~■i'r'(^•+r•)'—(Cos.•<l+Cos.•(a+J:)+Cos;(o-^-2l^)^■ +Cos.-(o+;r 



^•»)] 



i2"/i"/-"[;co5."u+Cos."(a+i)4-cos.";o+=r)4- +cos."(a+;;irr j)] . 

• En venu des formules (F) , celle équaliou devient 

OP. +OP. +OP, + +0P. 

=»(4'4-r')"' 

+ - - .3'. — -^î^ iV'(4'+r')"-' 



I a »♦ I a ô 4 

. i.i.i .JL.,«. [i.-îTi.rzi.^ni.îrri.rliwiHrO"-' 

^laJaîi a 3 4 5 6 ^^^^ 



OU Lien, en réduisant 



=nJ(A'+r' 



r+^ 
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GP,*'" -l-01'/'"-(-0P,"" + +OP„" 

% \i/ laia 3 



-**-*(A«-|.r')«'-i+î| 



En di^vcloppant les diverses puissances de A'-f-r', dans le second 
membre , et réunissant les termes afrcctes des mêmes puissa»ces 
de A et de r dans le dL'veloppement , le terme gém'ral de ce dt'- 

veloppement , c'esl-à-dire , le terme affecté da A r sera 

-( m— a m—t+t 



•+!4' 



+1 

+ 



'3'i'a"3"4'5"&' 



On peut, en préparant convenablement les termes du coefficient, 

faire en sorte ^e le facteur 

m m — r m — 2 jn—t+t 

^._ _ _ 

leur devienne commnn , et alors , en mettant ce facteur en évi- 
dence , le terme général devient 



„,^.^... !=!+:!,+ =.'.£+: 



M—* m—t — I m—/— 
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Mais si , dans la formule d'analise que nous avons démontrée au 
commencement de cei article , savoir : 



X a— I y y- 






—a ^ ^— I y— a 



— "'^y *-H^~ 



I fait x=m — / et v=/ , elle deviendra 



,+ +. 



au moyen de quoi notre terme gcneri 



al se réduit à 



"(t-VV- 



de sorte qu'on a Unalemeut 



+01\ +UP, +....+0P, 



qui est précisément le théorème énoncé à la page 3^4 '1" précé- 
dent volume, que nous nous étions proposés de démonircf. 
£n fuisant m=i , on trouve 



OP. +UP, OP, + ..-I-OP, =nCr'+A') , 

ce qui donne une expression Lien simple de la somme des qnar- 
tés des droites menées aux sommets d'un poljgone régulier d'un 
point, quelconque, de son plan, et montre que cette somme est la 
même pour tons les points également distants du centre du po- 
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lygone, comme M. Slurm l'avait di'ii remarqué ( tom. XV , pag, 
266 ). 

Si le point O coïncide avec l'on <Ies sommets du polygone » 

deux des droites OP, , OP^ , OP, , OP„ en sont des c6l^» 

et les autres sont des diagonales; mais alors ^=r ; en désignant 

donc par c l'un des côtés du polygone et par d, , d^ , d^ , 

d„, les diagonales menées d'un sommet ù tous les autres . on aiira 

d:-{-d^*+d,'-^ H-û"„.,+ 3c'=2«r' ; 



Si, par exemple , il s'agit de l'hexagone régulier, ou ri=:6 et 
e^r > on aura 

d,'+d^*+dj^ = ïor' i. 

mais ici l'on a dt^^r et </,=</, ; donc 

ad''\-^r'^ior' , 

ou (/.'^Sr" et d_j=r\/tf. 

comme on doit l'avoir en effet. 

THÉORÈME, Un polygone ^uelcon^ue étant eirconscrit à a* 
cercle , et un autre cercle étant concentriijue à celui-là ; la somme 
des produits des côtés du polygone par les quarrès des dislances 
d'un point quelconque de la circonjèrence du second cercle aux points 
de contact de ces côtés avec le premier , est une quantité constante. 
Démonstration. Soit O le centre commun des deux cercles; soif 
r le rayon de ceUii a4i(|uel le polygone est circonscrit , et soit R 
te rayon de l'autre. Représentons par a, b , c, .... les côtés con- 
sécutifs du polygone; et désignons leurs points de contact par A-, 
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B , C , .... Soil enfin P un point pris arbitrairemcnl snr la cir- 
conférence dont le rayon est li ; et repri^sentoris respect! veine» t par 

«, P, V» •.— les angles POA , POB , POC , parce que les 

angk'S qni ont les côtt^s perpendiculaires chacun k chacun sout ^aox , 

les angles a , p , > seront aussi ceux que feraient les côu's a , 

ht^t du poljgone avec une perpendiculaire indéfinie uienûe i\ 

OP , par le pQÏDt-O , de sorte qu'où aura , par uu théorème connu (*). 

flCos.ce-j-iCos(3-(-cCosv+ .... =0 . (i) 

Cela pos^ , les Uiangles POA , POB , POC , doniieot 

•-*— - . — ?4'^r*A*=^'T-/-'— 2r/ÏCos.ot , 
PC =R'+r'—2rRCos.f , 



Prenant la somme des produits respectifs de ces (équations par a , 
i, e, «t ayant égard Si la relation (i) , il viendra 

pÂ'.fl+PB'.3+Pc'.c+....=Cff+0(fl+^-H/--f-....) , (2) 

équation dont le second membre est indépendant du point P , sur 
la circonférence dont le rayon est R , comme l'annonce le tliéorùme 
qui se trouve ainsi démontré. 

Si le polygone était régulier , eo représentant par n le nombre 
de ses côtés , l'équation (3) deviendrait 



(*) Vojes>eatre autres , la pag, 3io du XV.* volume du présent recueil. 

J. D. G. 



^^■P^ip 




tm 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

rA'+iMÎ"+Pc'+ =n(;!'4-0 . 


■ 


^^^^^^^^^^ Si te |>oiiU P était pris sur la circonfurence même du cercle ins- ^ 


^^^^^^^V . 


on aurait Ii = r , et canséquemmeut 


M 


^^^^^^^^^r 


en outre le polygone était régulier , on aurait 

i'A'H-PB'+rc'+.... ==«/■■ . 


1 


^H 
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^1 


^^^K 


Théorème de trigonométrie. 


H 


^^^^^^^^^K 


un triangle spliériqtie quelconque ABC , et soit P un 


point ^^^^1 


^^^^^^B . de la 


Sphère disposé d'une manière quelconque par rapport 


à ce *^^| 


^^^^^^^K 


le. Soient en outre A' , B' , C respectivement , les poii 


où 'j^^^l 


^^^^^^^^^Ê. les côtés BC , CA , AB , sont coupés par Jes arcs de grands c 


^^H 


^^^^V 


BP , CP. On propose de démontrer que 

/ SU,.PA' Y S,-..PB. Sin.PC' ^^^ , 
i V Siu.AA' J &IU.DU' Siu-ClV 

/' Sin.PB' V . Sîn.PC SIn.PA' ^, 
. / Sin.PC' ,• Sin.PA' Sin.PB' - ,„| 


J 


^ 


^ 
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CALCUL DES VARIATIONS. 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

E^vposilion des principes du calcul des variations (*) ; 

Par M. Ampère , de l'Académie royale des sciences de 
Paris, de celles d'Edimbourg, de Cambridge, de Ge- 
nève , etc. , professeur au Collège de France et à l'École 
polytechuique. 



§ I. No/ions Généra/es. 



I. XJans le calcul diffi^rentiel proprement dit , on ne fait varier > 
dans les fonctions qu'on y considtre , qne les seules variables or , 
y,z; c'est-i-dire , les coordonnées de certaines courbes ou sur- 
faces d(?lerminées , ce qui répond h des points détermines de ce3 
mêmes surfaces , pour lesquels on enseigne ce que signifient les 
difTéreniielles de ces coordonnées ; et on y enseigne également h 
déterminer les différenlielles de toutes sortes de fonctions. 
Mais , dans une fonction (elle , par exemple , que 

y={(^;r , a , i , c ^ .... ) , 



(•) Cette exposition a été rédigée par l'auteur 
à l'Ecole polyteclinic]ue. On peut aussi consulter 
nénoire iasécé nu comiuen cernent du XIII,* volu 



ilJM 



Tom. XVI, n." F, . 



pour son cours &■ 

sur le même sujet , u 

volume du présent recueil* 

J. D. G. 
835. 18 
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rion ii'enipt'clie de faire varier los paramètres a, h,e, .■.....; et 
dès lors on sort de la courbe où l'on éiait^'abord ,'pour passer 
à une antre courlie voisine de cdle-Ii. On peut obtenir ainsi une 
infinil^ de nouvelles courbes, suivant les valeurs diverses qu'on 

allribucra à a , B , c On rencontre di'jà des exemples de 

naieîls cUangemens dans lu rtclifrche des solutions particulières des 
équations dillerenticlles , où l'on diiTéri^ntie les e'quatlons dra coiic-r- 
bes par rapport à leurs paramètres, afin que les nouveaux coeffi- 
cÎL-ns dlilerentiels ainsi obtenus donnent, eu les égalant à zéro, lé| 
àulutions partie idières demandées. 

Si on ne lail varier que les paramètres , dans une courbe 



j=f(x 



Oi 



cette courbe se trouvera transportée , suivant ses ordonnées, de 
AB en A'B' ( fig. i ). On peut alors chercher l'augraeiitatîon de 
l'ordonnée ou de y , qui est MM'. On peut aussi demander i'uug- 
meiiLalîou de dj* qui de TQ est devenue T^'Q' , l'augm^ iitatitnt du 
rayon do courbure , etc. -On pourrait bien se couienler , pour les 
questions de géométrie, de faire varier les courbes de la sorte, 
«u suivant les ordonnées ; mais ce point de Vue n'est pas assez 
génétat pour les questions de mécanique. On suppose alors que tous 
les points d'une courbe se transportent sur une autre courbe, çn 
décrivant eux-mêmes des courbes intermédiaires MM , mm' ( fig :; ). 
Alors j en même temps qu'on fait varier les paramètres, on fait 
aussi varier l'abcisse. Ce sont les accruissemeus que l'on donne , 
soit aux paramètres sqil auï variables dépendantes, que l'on appelle 
leurs varialions f et que l'on désigne par la caractéristique ô Par 
aualogie avec les dénominations admises dans le calcul diirércntiet, 
nous appellerons variation de la fonction la quantité i\ laquelle se 
réduit sou accroisdement total , lorsqu'on en supprime les termes 
aQ'eclés des puissances supérieures de 5 j , èa ^ 53 , D'aprè-s cette- 
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di^finition , u étam une fonction quelconque de j 
même qu'on a 



i35 
de 



'l"=a-:"'-'+aT'^+S-''*+- 



un aura aussi 



*'=è*H-; 



•3o+77 «+•• 



Q est inutile de mettre 



?u 



. au lie 



du 



parce que ces derniers rapports , étant indépendaus des accroisse- 

meus doniu's à x , a , , restent les m^mcs , quels que soient 

ces accroissemeus. 

La courbe A'B' , sur laquelle on transporte la courbe AB , n'a 
pas besoin d'tUre de même forme que celle-ci, pour qu'on puisse 
prendre sur elle les variations comme nous venons de le dire. En 
eflet , on peut développer en séries les ordonnées de ces deux cour- 
bes , coDtuie on le voit ici 



poui 



la courba AB , 



y=i+- (-^-«)+ -(»-«)■+•. 



pour la courbe A'B' , 



y=B+ - cx-a)+ — c^-^)'+ 



Elles sont ainsi présentées sons la même forme , ayant un nom- 
bre infini de paramètres ù , 3' , J", , B , B' , B" , ...„. Or, 

ce que nous avons dît tout à l'heure , élani loul-à-fail indépendant 
du nombre des paramètres, rien u'empôche de supposer B=è-i-S6f 
B'=b'-\~ih' , B"^=b"~\-èl/' , , el par conséquent de regardée 



^^^HH^H^Hi^l^^i^^H 


^ i36 ^^H 


^^^^^L la courbe À'B' comme étant la variaiion de la première AB (*). ^^H 


^^^^^^^^^1 %, CûTistruction des formules. ^^H 


^^^^^^^H Soient VV^ix , P^=d:r; on aura ( tig> 2 J ^^^| 


^^^^H à^x = V'p>-Vp^{pp'JrpV')'~{VV'-\-pV')=:pp'^VV' ^H 


^^^^^^ ^H 


^^^^^^^^^ conclura ^^H 


^^^^^ft ^H 


^ c'esi-à-dire que !a âiffèrentielîe de la ^'aviation est égale à la varia* 1 


^^^^^^ -4ion de la différentielle. 


^^^^^^^^_ Le uiéine théorème a lieu pour les fonctions. En e0et , soit ^^^| 


^^^^f . ^^k 


^ donne ^^^| 


^H ■ 


^^^^H Si nous appliquons à cette équation uneyariation, en nous lappe. 


^^^^^r (■) Il csl hien essentiel de remarquer qae les courbes pour lesquelUi il 


^^^^^^1 s'agit de prouver que l'une peut £tre considérée comme la variation de y 


^^^^^^L l'autre, sont des courbes individuelles, c'est.ii-dire , à paraniùlres invaria- 


^^^^H blés ou numériques. 11 est bieu clair alors que les coeilicIcuB du déreloppe- 


^^^^^B ineul, parla suite de Maclaurin , doivent être regardés comme îndépen- 


^^^^1 dans les uns des autres , puisque ces b , b' , b" , B , B' , E" , loot 


^^^^^^1 numériques. Si l'on pouvail donner diverses valeurs aux paramètres des deux 


^^^^^^B courbes que nou9 considérons, les coefliciens du développement dépendraient 


^^^^^^^ les uns des autres , et on ne pourrait plus regarder les coefiiciens du second ' 


^^^^^Ê développement comme résultant de la variatioa de ceux du premier. 
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lant que , d'après la définition de la variation , semblable à celle 
de la différentielle , 



jDous aurons 



Jdj^ ^ iàx^àxi ^ 



/ 



Vest-à-dire , 






«^ s *^+K £ ^+ î^ *■+ â «+••") • 



■ m 

Mais y d'un autre côté 

En difTérentiant cette dernière équation et observant que , puisque 
la différentielle se prend le long de la courbe , en ne faisant va- 
rier que or et y , il s'ensuit que ia y ii y ..^.t doivent ici être con- 
sidérées comme des constantes, on aura 

a&r= g d4r+â.( ir.d^+ ^ 4,+ ^ »+ -..) . 

En comparant entre eux les développemens de iày et de àèy y 
%n observant que y d'après ce qui a été prouvé ci-dessus y 

dx CUV 

et que d'ailleurs , parce que l'ordre des dilTérentiations est indif- 
férent ^ 



.*!.*- 
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djriia 


» 

A*y d'y 
ûadx Axdb 


à*y 
dbdx ' •••• 



#n verra que ces deux développemens sont égaux y et qu'ainsi 

dSfSiSdy . 

On peut tirer de ceci une conclusion semblable , par rapport aa 
>igne d'intégration. Soit, en eflet « 

Jifàxjszu ^ 4'oà ' yàxhsiàu , 
donc 



d'où y en intégrant ^ 



I ' 



fi^pdjF s j(i s: S/r^ 



Aip^i f on peut intervertir Tordre des signes y «t 9^ 

La courbe ÂB ayant été transportée sur A^B^ ( ^g- ^ ^9 àe ma«- 
nière que les points M et m soient venus en M^ et m^ ; si nous 
menons les tangentes MT et MS , aux courbes MB et MM' ; il 
est clair ^ d'après la définition que nous avons donnée de Sy ^ qui 
est , du reste , 

il est clair, dirons nous, que jtjr=rSQ ; puisque ce doit être la 
partie de M'^Q qui ne contient pas les termes infiniment petits par 
rapport aux premiers. Mais , si l'on suppose que la position K(W 
6oit infiniment voisine de la position AB, on aura, à la limite , 
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èx^xWQ , ^ «X ou ^JF=HQ i 



donc 



» -•• 



ajr— /jiarssM't^— HQ=3tFH ; 



De même 



^Sx=z/,ês=rQ 



dx 



sera , à la limité , la distancé des dèûi eoi^tbes. Or , on sait déi^' 
que 

8y—pix= — 5^+ -^ 53+ ...• 

Nous repr(?senlerons désormais par a> celte quantîtë , dépendant seu- 
lement de la yarlatîon des paramètres ; quantité qui , lorsque leS' 
variations deviennent infiniment petites ^ .représente» ainsi que nou$ 
venons de le voir , la distance ehtïe les déuj^ courbes. Nous au^ 
rons donc ainsi 

iy z^pix-^^cD i 

» 

c'est cet co qui reste seul , quand on sup'J)osé ajr=o , et que les 
p<iramètres seuls varient. 

Comme p est une fonction de ir ,. de sbêqofe qu'oa a' éi%kU 

•n peut poser aussi 



• •'#•••• 



j4o calcul 

Enfin si V est une fonction de x y y y p y ç ^ ; comme on peut 

toujours exprimer y^pf y> en fonction de ^ seul , et par 

coQ6ëc|uent Y aussi ; on aura de même 



iv=[g]*.+n 



rdv-1 



ou j — I représente la différentielle ,de V par rapport aux x non 

seulement en évidence , mais même contenus dans y , p t ^ > ..»• 
■ U existe des relations remarquâmes entre ces b>, o/, <o"f,.^,Ck- 
Soit , en effet , comme 'xi-dessus 

j^={(x, a, i, ft ) et j^=/>. 



d'oÀ 




g«.+ ga,+ |a3+... 



et 



On eniçnd par -p la dërivëe de cette fonction de jr, a y i^..^ 
ia f a , ..r..* en n'y faisant varier que jt , parce que 

ia = a^ — a 9 ib=:h* — b , ...•. 

wai constantes , quand a^ h ^ *•.•. a' y V y ••••• le sont. Ain»i 
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D'un autre côté , p=: — ëtant une fonction de x ^ a, i^ ...\^ 



as 
oa a 



*= ^ **+ ^ *H- ïâ «+ •.- . 

en ae rappelant donc que 

ày _ ip 

àm* -' à» 
et qu'en outre - 

dy d«f i*y d«f 



dxia daix ' dâpd^ dAd« ^ 

on trouve 



^-9^+ Si • 



On trouvera de même 



*^='^+d2 



d'où l'on voit que 






ix ' dx* 



êm 






(*) Il est essentiel de remarquer qme a' ^ h' , ....• t ^tant de nouyelles ra- 
leors de tf , & » ••.#• 9 sont constantes ^ dans les dUEérentiations /efatiref U 
d ; et que ia^ssa'^'^a , fbssb''^ , ••«••#• | parce qne , dans les diffîrentiations 
relatÎTes à /, les quantités al b f ••••• sont , dans la fonction y=:f(« , , ft , .-: ) 
et dans ses dériyées, des yanables indépendantes , pour lesquelles les di£fé- 
rentielles marquées par fa^Uf .... sont la même chose que les diffërenccf \ 

entières représentées par o^— «1 » ^«-ft ^ ««^ • * v • « 1 * 

Tom. Xri. 19 
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Poor y^FQv ,/,/>, y , .•..) t où Us paramètres a ^ ^ 9 c^ ••; 
entrent implicitement ^ on a 



maiSf en désignant par M, Ny P y Q^ ..m* l^S coefficient 4jifi}f«- 

rentiels de ^ par rapport aux ^ 9 y 9 p f q y en évidence , 

on a 



dr=ilfd^+iVdjr+Pd/7+Çdy+ 



•••#• 



f âj J ?=.MH-^+^f-^ÇH- ••••-• î 



et il en résulte 



^^=Jl/3a^+^3^4.p^^-^ay4- 



Si nous substituons pour iy y èp ^ iq y ••••• les valeurs précédem-^ 
ment obtenues, il en résultera 



d^pi > d^> 



valeur qui^ comparée à 



MSM ^>*[^3^-£s >+« 



ifixx voir que 



o=«.+P g +ç ii + ^ 



4» ^ 4*f 



La variation de V ^ savoir c- 
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tine fois trooy^e y celle de l'iatëgrale fp'às est facile à en dëdiïSre^ 
On sait en efiet que 

9/Fàx=/i{ Vax) =z/(iKàx+ imx) z=:/(Fàèx-{-iP'.àx) , 
substituant pour iV la valeur que nous yenons d'obtenir , on aura 

Or > en premier lieu , 

en trôuVe ensuite , en intégrant pat parties , 

y^l, dJ-p . -, d«« an dé0 . a^B /'dm , 
dxJ dx» d« dx ' dx« ^ dx^ ' 



réunissant alors tou$ ces termes , on aura finalement 
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+/ \^- dr+ dïT- 55- +••••; "■!' • 



'§. m. AppUcalion aux questions de ma&ima et minima. 

La dernière formule que nous venoas d'obtenir sert à résoudre 
une des questions les plus ïaiportanlcs du calcul des variations , 
celle des maxima et minima. Une partie de cette question ressort 
du calcul diflérentiel ; mais cette partie est peu étendue ; elle ne 
comprend que le cas où l'on demande le maximum ou le minimum 
d'une fonction dans laquelle on ne fait varier que les variables cou- 
rantes X j y , .M . Ainsi , ce sera la détermination de l'ordonnée 
maximum ou minimum d'une certaine courbe ou d'une certaine 
surface. Mais si , dans une fonction , on fait varier les constantes 
ou paramètres, on peut se demander quelles sont les valeurs à 
leur attribuer , pour que la fonction jouisse d'une certaine pro- 
priété à un degré maximum ou minimum* Cette importante queS" , 
lion a beaucoup occupé les géomètres du dernier siècle. Euler l'a 
rt'solue, eu partie, dans un ouvrage a^ant pour titre; Mcthodus 
inveniendi , etc. 

Or , la série de Taylor donne , comme on sait , dans le oae 
je plusieurs variables, et couséquemment pour 



o=f( ^ . r , /> , ? , 



■) = 



i{xJ^x , yJf^y , p-\^p , ç+5q , .... a-\-5a , b+^b , c+^e , ) 

d'u Sx* 



:=„+ 5^+ 



+ .. 



"i" dy ■^^" àxày ' 1.1 "•" 
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+ da , d'à fy* 

dp '^ dy» i.a ' 

•jr .......».+2 -r— r ...,.4 

dxdp i.a 






+ 



d^ dxda i.a 



tu bien 



•T* ••fl«««té« *^* 



■'J ' •••••• 



rr I *" j_ ^" j_ '*'' J^ 



en désignant par 3*u la rariation de Su , par i'^r celle de S^u » et 
ainsi de suite. 

Or , si U est un maximum ou un minimum , on sait que Su 
doit être nul , puisqu'il ne contient que les premières puissances 

des variations Sx ^ Sy ^ , 'et change conséquemment de signe 

avec elles. Au contraire ^u n'en devra pas changer , puisqu'il con- 
tient ces variations à la seconde puissance. 

Quand on demande \^ maximum ou le minimum d'une fonction , 
on ne peut souvent exprimer cette fonction que pnr des itltt^gralés 
définies , entre les limites où la fonction doit ayoir lieu. 11 faut 
alors considérer le développement de k série de Taylor relatif à 
/Fax , savoir : 



/ 



ris+ mi + ^-f"- 



\^ 



fi/râx 

1.2.3 



• •• 
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S'il y a maximum ou minimum^ il faut que SfFàx:so. Les va- 
leurs de Sx ^ Sy y qui satisfont à celte condition , devront 

rendre , en outre , SyfFdx négatif ^ dans le cas du maximum , et 
positif dans le cas du minimum. 

Il est encore à remarquer que , si le m'aximum ou le minimum 
doit avoir lieu entre certaiues limites , uon seulement fVàx mais 
aussi 

ifVàx , ^fVdx , if Vax , .... 
devront être pris entre ces limites. Or nous avons' trouvé ci-dessuy . 

et si nous nous rappelons que 
il viendra , en substituant ^ 

,=yî'a,=jr-i.(P-i2+-_...)_,(ç_«+....)^(«_„.)_....i 



+7 ^ ^ ^ "^ "5^ •" 5:^"*" y^ * 

qu'il faudra prendre entre les limites données, 
11 se présente ici plusieurs cas à examiner» 
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I.** Supposons d'abord que l'ou donne, pour les deux limites, 
les valfurs x' , x'' , y' , y'^ , p' , p^' , .... de jr , y , p, .... Alors , 
ces valeurs extri^mcs étant fixes , leurs variatious sitohi nulles , de 
Sorte que l'équaliou <\ laquelle uous venuiis di? parveuit se réduira 
simplement à 



/(^ 



- -— + iti»il.r = o . 



Or , on ne peut supposer w=o , parce que , sous le signe J", c'est 
le co courant , et qu'il ne peut être nul qu'aux limites ; tl fuuc 
donc que 



N- 



7' J^— à^i ' 



(A) 



de sorte que cette équation sera l'équation diûëientlelle du maxi- 
mum ou du minimum cherclié. Mais si 

r=iix,:r,p,f, :■■■■■) 

contient un coefficient différentiel de l'ordre n, il est clair que celte 
équaiiou sera de l'ordre an , de sorte qu'en l'intégrant elle don- 
nera 2.n constantes arbitraires ; or, comme aux deux limites xf ^ x" ^ 
il faut qu'elle reproduise y' , y" , p' , p" , y' , q'' , ..... {*) en 
nombre an , on aura an relations pour déterminer les an constan- 
tes arbitraires iatrochiites par rintégratiuii ; et on le pourra alsé7 
tnent. 



(*) On ne (ionafl que an— a coefficiens di (Tt'ren tieh p' , p" , q' , 9", , 

■fil doit y en n*oir n dans réjualion indéfinie; parèc que le» cainiîliom 
de y=y' et j*=r" , tor&que aj=j' et x^s*" foumissoBt des relatkms res- 
tantes, le eu où l'on donnerait an cocfilciem diflijrenliels oa plu» n'a pa» 
«ocore été traité. 
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3.' Supposons qu'on ne donne que les deux limites x' ^ *")>"'» 
y" , sans assigner , pour ces ii miles , les valeurs do^', p" ^ ^', ^" , ,„, 
II faudra toujours, dans le développement de â/f'dx, égaler sé- 
parément à zéro la parUe contenue sous le signe / et la partie ea 
avant de ce signe. En effet , supposons que nous ayons trouvé la 
courbe qui satisfait au maximum ou au minimum , entre les deux 
points donnés, et prenons, pour les points limites, les valeurs de 

p' , p" , <]' , q" ; ; cherctions ensuite la courbe qui satisfait an 

maximum ou au minimum ^ pour ces valeurs Jîxes de ^ , y» ; 

il est manifeste que nous devrons retomber de nouveau sar la 

courbe dont il s'agit ; or, en fixant/*' , /»" , q' ■, tj" , tout ausû 

bien que x' , x" , y' , y'' , il faut , comme nous l'avons vu ci-des- 
sns , que l'on ait l'équation (A) ; donc , celle équation devra en- 
core avoir lieu , lorsqu'on ne fixera pas p' , p" , ^' , tj" , ,. „ (•), 
Comme ces quantités sont indépendantes entre elles, pour que la 
première partie de SfF'dx soit nidle , il faudra égaler séparément 
à léro les coflficîens 






.... de ip' 



Ç TT + T^ ^' ' 

dx" àx"' 



S'— « - 



... de V » ^"— ^;+ - àe Sf\ 

.... de ir' , 5/^— de Sr" .. 



(') M. Ampère est ici le premier qui lit explique neltement pourquoi , 
dans tous les cas, la quantité sous le signe/ i|ue contient T^quaLioD con- 
mune au maximum et au minimum doit être at^parément nulle. C'est le seul 
point sur lc(|ucl notre mémoire du tom. XIII , déjà cité , nous avait mdI': 
hli valnérabU. 

J. D. G. 
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Les équations rtïsiiltaïues ne seront qu'au nombre de an— 2 , parce 
que le i du dernier coeUîcieni difli^renliel manque dans la pre- 
mif're partie de SJ'l'àjr', comme le fait voir bien «évidemment la 

forme des coeflîciens de 5p^ ^q , Par exemple, s'il n'y a que 

cinq coelTiciens dilTérentiels ^ , ^ , r , j , / , la pn-mière partie de 
i/y^àx , finira par T^s , et ne contiendra point "S/. Mais il faut 
qu'aux deux limites l'iniéj^rale de l'i-quïtlion doune pour x=x' 
ou x" , y=y' ou y". Cela fournira di'UX nouvelles relations qui, 
joiules aux an — a dont il vient d'être question , compléteront le 
nombre total, de celles qui SLTonl nécessaires pour la délerminatïoa 
des 2n constantes arbitraires introduites par l'intégration de (A). 

Il est presque supLTÛu d'observer que , si quelques-unes seu- 
lement di'S qiiiiniîlés p' , p" , ^' , y" , étaient données , il n'y au- 
rait h égaler à zéro que les coeflîciens des Sp' , Sp'^ , êç^ , è^", .... 
son donnés. Les autres relations nécessaires pour déterminer les 
2n conitaiiles arbitraïrei de l'iati'grale do (_A) , seraient fournies par 

celles des quantités /i', /)'' , ç' , q" dont les valeurs seraient 

connues. 

Nous remettons à traiter plus tard du cas oii les limites ne se- 
raient pas invariablement fixées , mais assujetties seulement à là 
condition de se trouver sur deux lieux géométriques donnés ; çt 
nous nous occuperons , pour le présent , des cas où l'équation (A^ 
«st susceptible de quelques simplifications. 

§, IV. Simplifications du procédé général. 



11 est de cas où l'équation 



(A) 



peut i)tre simplifiée. 

I.' Quand V ne contient pas j' , on a U—o , et par suite 
Tom. XVI. ao 
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dP d»Q . d»* 

ce qui donne ^ en multipliant par. àx. et intégrant y, 

dQ d-R 
^'~dr"^ï?-^--=^^'' ^^> 

équation de l'ordre 2;^— i. Si en-outre-;?' manquait dans F, IVqua^ 
tion pourrait, par un procédé ' analogue ^ étre> amenée à Tordve 
a«— 2 , et ainsi de suite. 

2/ Quand F ne contient pas x , et que Ton a coaséquemment 



^^Ky^ P f 9 9 ••— ) > 



et: pif: suite 



[5^]*=-^^+^^+^^+...... . 



Siynon^: subsùiuMSi ici la yalii^uii de N. tirée de Téquation (A)j 

qui esAi 

/y * a^.^, ^Mi^ taK«*aa .-aXarf »w~^ ^^^ ( 



nous aurons 



d^_„,^ .„ , , dP d*Q , dJfl 

multipliant, par &ir, et observant que 



ydr=d/? , rdr^idy , jdr=dr ,,...,.- > 



il Tiendra 



V 
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^dx=Pàp-{.qà^'^Bàr-^.,...+p ■£ àx-p '^àx\p j^dx-.... 

et par conséquent ^ 

r=^Jpàp+J(làq+jRàr+...+/!^^àsf-Jp "^^àx+Jp ^d*-.. 
Or , en intégrant par parties , on trouve 



Jpdp=.Pp-Jp '^ ds , 






d« ^ djr» ./'^ dU* 






tfi qui dome^ 4fti subtituattt. 



1 r 



^=/' (^— 57 + Z^ — •••) +^(^-,^-+- ••)+''(^— ••) +...+Ç i (D) 

qui n'est plus que de Tordre 2/1— ^i, 

3.* Quand f^ ne contient ni. x ni y , on peut abaisser Téqua-^ 
tion (A) , qu'on appelle quelquefois l'équation indéfinie , parce que 
son intégrale donne l'équation du maximum ou du minimum ^ arec 
des constantes arbitraires. Ou a alors y à la fois, 

et 
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l'ëquation indëflnie se réduit donc à 

AP ^t^^ _ 
' d* "^ d*» "■ d«* ' 

et donne, en intégrant 

^- d* d]^ + "T"^ ' 



puis , en substituant 



i^ ^ . w* i 1 dO d»ll , . - 



\ • 



et ensuite ; en multipliant par ix et intégrant , 



» 



I 

mais, nous s&yb'ns trouvé ci-dessus , en intégrant par parties , 

/2. _ da , d»R /^dm , 



il viendra donc , eu substituant , 
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I 

ê 

ëqnatlon qui ne s'élève qu'à l'ordre 72—2 seulement » et qu'on 
pourrait abaisser encore si p était nul. 

§• V, Applications diverses. 

Soit propose d'assigner la courbe , joignant deux points donnés , 
dont la révolution -^autour de Taxe des x engendre une surface 
minimum ? 

La surface de révolution considérée comme indéfinie , étant ex* 
primée par 2'cj^djry/r+^, il faudra qu'on ait 



ifyàx^ i^p^^o } 



on a donc ici 



F=y^^+p^ i 






„ dr — ^ 






et les quantités Ç , ^ , 5 , sont toutes nulles. Puis donc que 

X n'entre pas dans F , on peut faire usage de l'équation (D) , qui 
est simplement ici 
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^t qui devient , par les substitutions , 



ou encore 



^=c. 



\fl+p 



d'où on tire 






et par suite 



dx 






ce qui donne , en intégrant 



-=Log.(j+v9::^+^ 



n resterait à dëterminex ^ et ^'^ par la condition que la courbe 
passe par les deux points donnés ; mais leur détermination né peut 
avoir lieu , parce qu'elle entraînerait la résolution d'une équation 
exponentielle. 

Toutefois y on peut reconnaître quelle est la nature de cette courbe. 
En efiet , Il est visible que y ne saurait être moindre que c ; de 
manière que c est l'ordonnée minimum. Si donc nous prenons 
cette ordonnée peur axe des y , il faudra qu*en posant ^ssiq ^ on^ 
trouve /=:^, d'où d^=. — Log.^; donc 
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Lpg. r+V/^^! « f , 



donc aussi 



Log. — — ■: ou-. hoÊ. y^Vr'"^* =s — - 



cela donne 






y+v/y»— 4?*=^^ 



r— /y^-^=^^ '• 



d'oii en ajoutant , 






i^quatlon que Ton reconnaît pour celle d'une chaînette dont Taxe 
principal est celui autour dôquel la> révolution s'exécute {*). 

Soit proposé, en second lieu, de trouver la courbe pour laquelle 
Taire comprise entre un arc, les deux normales extrêmes et Tare 
correspondant de la développée soit un maximum ? 

Soit u Taire dont il s'agit, et rie rayon de courbure ; on aura 

d'où 

{*) Yojes Annales , tom. 1 , pag. 5& 

J. Ik Gé 
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/(i+p»)'djr , 
. 



de sorte qu'il faudra poser 



*/ =0 f 



on aura donc ici 



M=: r-=o, 
ax 



iV 



R , S f .... seront nuls ; et comme ni jr ni y n'entrent dans f^ , 
nous pourrons faire usage de l'équation (£) qui se réduira à 

et deriendra , par les substitutions , 

n faudra intégrer cette dernière équation, et déterminer les quatre 
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constantes arbitraires , en exprimant que la courbe passe par les 
deux points limites, et qu'en ces deux points Qf et Qf^ sont nuls. 
Mais si l'on veut seulement savoir quelle est la nature de la 
courbe \ on remarquera que , r désignant toujours le rayon de cour- 
bure , son équation dill'érentielle revient à 

ce qui donne successivement 

{C—Op)Ap 

r-Ao— <'+P')^ (g-CWd;> _ {C~Op)&p ' 



i^+P*)\ 



c'est-à-dire , 



ràirs^Càx—C'ày 



d'où , en intégrant et transformant les constantes , 



t . 1 



t ■ • 



^ 



T^=Cx+cy-\-C" . (1) ,,;. ...,. 



•1 1 



On peut faire disparaître , c^ constantes ,' en cI\oisiss$int les axes 
d'une manière convenable. On peut d^abord porter Torigine au point 
pour lequel le rayon de courbure est nul. En dësignatit alors .par 
a 9 /) les coordonnées de ce point , on aura 

Nous pourrons ensuite faire tourner le système des ^ axes autour 
Tom. XVL ' 21 
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de la nouvelle origine ( <x , ^0 )• Les formules génét9k\e$ de celle 
iraasforaiaiion étant , comme l'on sait 

on trouvera , en substituant dans f i) et ayant ^gard à la relation (a) 
r* = t(CCos.m +€'^Sin./7i)+i/(C^Cos /ti— C'Sîn./w) . 

L'angle m ëtant arbitraire , on pourra en disposer de manière que 

il en résultera 

Gos./»= * . ; • Sin.772s— 



VC+C* * "" yC'+C» * 



on aura consëquemment . . 

r'=u[OCos.m'-'CSin.m)=u ^^^^z=ut[/U^^ i 

t 

ou 9 en transformant les constantes 



r*=4^ii ; 



Soient fait^ 






t j ; 

I 

itlieB crifeullem : ! 



I . 






à'dÛ, èh înÉ?^ralii ; 
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y/i-jrPi 



y-., .^..=i,,.= -=±^^_,, 



Ajuatton qui appartient à une cycloïde cngcndrdc par un cercle 
dont le diamètre est égal à a. 

Souvent la courbe qui doit donner le maximum ou le minimum 
est assujettie à cerlaines conditions de constance , comme d'être 
d'une longueur donnée , de produire une aire de révolution de 
grandeur donnée, etc. On exprime ces conditions en écrivant que 
les variations des expressions des fonctions qui doivent demeurer 
constantes sont nulles. Ainsi « soient les conditions 

en nombre quelconque , on écrira 

S/r^àx=zo , Sjr^^dxrzo , a/r^^'da:=o, 

m 

Soit , du reste , 

i/rdx=o 

la condition du maximum ou du minimum. 

11 est clair que , si une fonction a un maximum ou un mini-- 
mum , elle en aura encore un si on lui ajoute des quantités cous* 
tantes; puis donc que fV'àx y J V"à,x ^ fV^àx ^ sont cons- 
tantes, il eu sera de même de dj V'àx ^c^^JV^^dx ^ c^^'JF'^^àxj , 

c , c'' , c''^ , représentant des constantes indéteiminées ; donc 

on devra avoir 

i{ fFdx+c^/rdx+c'^/ r^/dar+...) = i/(ri'c'r^+c'^P'^^+...)dxzz o . 

Nous pourrons traiter 9/{F+c^F^^£'^F'^'i^.^.)dx , comme i^m» 
avons traité è/Fdx , dans ce qui précède , et nous trouverons ainsi le 
maximum ou le minimum .cherché t flvec les conditions auxquelles 
il doit satisfaire. Mais, une fuis parvenus ù Tt^^uaMoa indiiimi^ , U 
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faudra la déterminer de manière à satisfaire non seulement aux 
conditions que nous avons indiquées , en traitant du maximum et 
du minimum de JVàx , mais encore awx conditions fV'^x'=d' , 

fF^'àx=V' , ; et c'est à quoi serviront les constantes c' , c^^ , 

c'^' , Il était nécessaire de les introduire , pour n'avoir pas 

moins de quantités à déterminer que de conditions à remplir. Du 
reste, nous aurons ici autant de conditions qu*il en faudra pour 
en assigner les valeurs. 

Soit , par exemple , à trouver , parmi toutes les courbes isopéri-*^ 
mètres, celle qui a la plus grande aire. 

On a , en général , pour la courbe de plus grande aire. 

ifyàx^o . 

m 

Si / est la longueur donnée , on aura , en outre 
nous poserons donc 

_, dr tp . 



m • 



nous aurons ainsi 



dp V'+P* 

et tous les coefficîens ultérieurs seront nuls. LVquation (B) qui eftt 
celle qui convient au cas actuel , et qui se réduit à 

deviendra , en substituant 



l- 
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OU bien 

et| par suite 

(r— C)dr ' 



•e qui donne ^ en intégrant 

^c»— (r— c)>= — ^^r+C^ p 
c'est-à-dire , 

équation du cercle. Il restera à déterminer les constantes c y C ^ C ^ 
par les conditions que Tare se termine à deux points donnés , et 
que sa longueur entre ces deux points soit égale à /. 
Il est à remarquer qu'ayant du poser ici 

i^-djr=o ; i/dary/i-j-^iso ; 

ce sont aussi les mêmes équations que nous aurions posées s'il avait 
été question d'assigner , parmi les arcs de courbes qui comprennent 
une aire donnée, celui de moindre longueur; de sorte que le cer- 
cle doit résoudre , à la fois , les deux problèmes. II est clair , en 
effet , que si , à lougtieur égale , le cercle embrasse la plus grande 
aire , il s'ensuit qu'il contient le plus de surface sous le moindre 
développement possible ; et , par suite , à aire égale , il aura la 
moindre longueur. 

Proposons -nous encore d assigner, parmi les courbes isopérimè* 
très » celle qui engendre l'aire de révolution minimum f 

Nous aurons ici l'équation 

5/'(j4-r)v/rfp»djr«=o • 
JLxL faisant 
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y+c^y . d'où^=^. ou ;>=;,', 



notre ëqaalion deviendra « 

d^'/ï4.;,/i.dx=o ; 

équation <jue nous avons déjà traitée ci-dessns , et qui nous a coû-*^ 
duit à l'équation de la chainelte ; c'est donc encore celle courbe qui 
résout ce dernier problème. Il arrive seulement ici que son axe prin- 
cipal se trouve à la distance r de Taxe de révolution. Du reste, la cons- 
tante c , ainsi que les autres qu'iniroduira l'intégration de Téquatioa 
indéfinie, provenant dti Sfy^^TTP*'^^='^ i ^^ détermineront comme 
dans l>xemple qui précède celui-ci, 

§. VL Application aux fonctions dé trois variables. 

Si, dans l'équation 

S/Fàx=:o , 

F' contenait , outre jt et ^^ une troisième variable, z liée aux deux 
premières par ^unc équation de relation , on Texprimerait au moyen 
dD celles-ci , et on ramènerait ^ à ne plus contenir ainsi <fat x , ^ 

Qu'il soit question , par exemple , de trouver la conrbe la moins 
loQgue que Ton puisse tracer sur un cylindre, entre deux points 
de sa surface. En prenant Taxe du cylindre pour axe des y et dé~ 
signant pac a son rayon , réquation de- sa surface sera 

Zn i/û«-.a;a d'où -— = , . 

On aura ensuite , pour la longueur de l'arc 
de sorte que la condition du minimum sera 



;, 4 



DES VARIATIONS. i03 



'P'V ^ 



... 4v'=o 



On aura donc ici 



Comme j manque dans f^, nous pourrons prendre pour (équation 
indéiiuîe Tëqualion (C) qui , dans le cas actuel , est simplement 
jPssC; c'est-à-dire, en substituant, • 

=6 , a ou /?=--- = 



ce qui donne ^ en intégrant , 

Si Ton prend Tune des extrémité de Tare dans le plan des yz » 
à une distance b de Taxe des z , on devra aroir , en même temps , 

:o 9 j = ^ ; en mettant donc sioiplement C pour -^-— ^ on 
aura 

. Arc ^TaDg.=: -^+* ; 

dans laquelle C se déterminera en fixant la situation de Taat^e 
extrémité de Tare demandé. 

L'équation qne nous Tenons d'obtenir eft ceHe d'ane hélice ; et 
c'est ce qu'il était facile de prévoir à J'avance. La plus coorle 
ligne qu'on puisse tracer sur nn cylindre , entre deux points de 
sa surface , doit être telle , en effet , qu'elle demenre encore :ld plus 
courte , en développant la snrface de ce cylindre sur un plan ; il 
faut donc que, par l'eSet du developpement.de œite surface, elle 
devienne une ligne droite ^ ce qui est la propriété caractéristique 
de rhélice. 
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§. VIL Exameit du cas des ^ limites çariabtes. 

Nous avons vu , dans ce qui précède , comment , quand on fixe 
les deux limites entre lesquelles le maximum ou le minimum doit 
avoir lieu , on peut déterminer les an constantes qu'introduit , ea 
général , l'intégration de Téquation indéfinie 

dx d*» d*^ -[-••••••fi 



' \ 



On pourrait ne pas donner proprement les deux limites, mais 
seulement les assujettir à la condition de se trouver sur deux cour* 
Les données. II y aura alors 2/24-4 inconnues à déterminer, savoir, 
les 2n constantes c ^ c' ^ d^ y .••. , introduites par Tlntégration de 
Téquation indéfinie , et les quatre coordonnées x' , y' , x*' , y^' , 
des deux extrémités de la courbe cherchée. Or ici les ix^ ^ dj^ , 
ix^f j ^yff ne sont plus nulles ; mais , puisquelles ont lieu le long 
des courbes données , ce sont les diflTérentielles des coordon- 
nées de ces courbes. £n prenant donc. les différentielles de leurST 
équations , nous pourrons exprimer hy' et hy'^ , respectivement , en 
fonction de ix' et, ^x*'. En faisant la substitution de leurs valeurs^ 
dans la première partie du développement de è/Fàx ^ il s'y trou- 
vera. 2/2 variations 5j^ , 5j^^, ^p' j Sp^^ , ... ^ dont nous pourrons 
séparément égaler les coefficiens k zéro. Ensuite , x^.j y' , x^^ , y^' , 
. devront satisfaire aux deux courbes données , ce qui fournira deux 
' relations ; ils devront enfin satisfaire à la courbe trouvée , ce qui en 
fournira deux autres ; de sorte qu'on aura en tout 2n+4 condi- 
tions pour déterminer les 2/2+4 inconnues. 

•Supposons , par exemple « que l'on demande une courbe , qui se 
terminant à deux hyperboles équilatères ' 
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produise one aire de révoliuion maximum autour de l'axe des x^ 
On posera toujours 

ce qui donnera , en opérant comme ci-dessus , 



r=i:,(' ■^"~^) 



Pour déterminer les deux constantes c ^ d ^ ainsi que les points ex- 
trêmes de la courbe , c est-à-dire , pour déterminer les six incon- 
nues r, c' y x' y y' , x" j y'f y nous écrirons les premiers termes 
du dcreloppement de ^dj:y/T+^ , qui sont ici 

Or, la diflerentiatlon des équations des deux hyperboles donne 
en substituant donc « il Viendra 

» 

Il faudra donc poser 

a^pf h^pff 
1— -^ =0 5 iH =oî 

et comme d'ailleurs 

a/» d*' ^ . «'/• dx" ^ 

cela reviendra à " 






•M 



To/Tj. j:f7. 
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équations qui expriment qu'aux points limites la chai nette génératrice 
doit i^tre normale aux deux hyperboles données. 

En remplaçant , dans ces équations jk' et p^^ , par leurs valeurs » 
déduites de l'équation de la chainelte ; savoir 

— — ^\ / — — ^ 



elles deviennent 



zcdx^'-ti'Cf^ ^ ^ee ^ )^o, %cc'xf^'\'}^è^ ^ —c^e ^ \ 



9C^ 9^ 

o • 



On a d'ailleurs 



0t 1% 



p 

on se trouve donc avoir six équations , pour déterminer c ^t! ^ jf ^ 

Si la courbe qui doit satisfaire an mëxim/um pu au minimum était 
assujettie à des conditions de constance , comme d'avoir une aire , 
une longueur , elc« , déterminée , il serait facile d'opérer comme il 
a déjà été dit. 

Si cependant ces conditions, au lieu d'être exprimées par des 
intégrales y l'étaient par des équations algébriques ; si , par exemple , 
au lieu de donnery^f^djrsr/, on donnait <f(x^ y j^ , x^^ , y^^ , /)«=o ; 
on remplacerait d'abord y' et y^^ par leurs valeurs en x^ et x^^ , 
ce qui donnerait ^(x^ , x^^ , /)s=o , d'ofi ix^^=iSx^^(x^ , /). Rem- 
plaçant donc Ar^^ par cette valeur « on n'aurait plus que le coefiieient 
de ix^ à égaler à zéro , ce qui ne laisserait plus que a/i+3 rela- 
tions ; mais celle qui aurait disparu se trouverait alors suppléée 
par 1 équation donnée ^{f^ ^ y^ ^ x'^ \ y" j /)=o. C'est ainsi ^ par 
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expmple , qu'où eu agirait , si lu clwineue qui duii se teniiiticr aux 
dtfus hyperboles ^tail assujettie k avoir uue cordu d'uue longueur 
donnée. LVquatioii de condition serait ainsi (x' — x"/+( j'— y^')'=/*. 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

Méthode graphique pour les tangentes à la spirale 
conique ; 

Par M, H. Garbinski , Professeur à l'Université royale de 
Varsovie. 



ô( , tandis que la géiu-ratrice d'un c»'jnc droit se niL-ut uiiifonnt?- 
ment sur la surface conve&c de ce cône , un point piirti du sum- 
mct parcourt uiiifurinémeiit cette génératrice mobile; ce point dé- 
crira, sur le cône , une courbe à double courbure, que nous ap- 
pellerons' spirale canitfuc Le but que nous nous proposons ici est 
de découvrir m*e mélliode graphique pour mener une tangente à 
cette courbe , en l'un quelconc|ne de ses points. 

Supposons, pour user les iiU'cs, que l'ase du cône soit verti- 
cal , et c:oupons-le par un plan Iiorîzonial quelconque , la projec- 
tkin de la génératrice mobile sera une droite touniniit uniformé- 
ment sur ce plan , autour de l'un de ses points , projection du 
soiïMuel du cône i et Im projection du point gt^néraleur sera urr 
point parcourant u ni t'orm estent cette droite , à partir du poi^it fixe 
sur lequel elle tourne; c'esl-i-dire, que U projection du point yé- 
nérali'ur de la spirale conique décrira une spirale ctAvthimède ^ 
laquelle sera ainsi la projection horiioutale de cette courbe fi dou- 
ble courbure. 

Soil , en second lieu, un cjlindre droit de m^me axe que notre 
cône , et d'un rayon quelconque. Si l'on projette la génératrice 
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nobilc do ce ■ 



iir la siiitace convexe du cyliiidrt;. par im plai 



passant par l'axe connu un , sa prujcctitm sera une gt^iiératrice mo- 
bile de co cylindre, parcourant uiiifornii^meiit sa surface convexe* 
Si de pliis ou projette le point gi'nératenr de la spirale conique 
sur ce ni^'iTie cylindre, par une perpendiculaire à l'axe commun, 
sa proitclioti sera un point décrivant uniformément la géiiéralrice 
mobile du cylindre; cest-i\-dire , que la projeclion du point g^aé- 
rareur de la spirale conique sur le cjtiudre, faite comme il vient 
d'être dit , décrira sur ce cj-llndre la courbe à double courbure 
connue sous le nom d'/ié/i're. 

Il suit de li^i que le Itou Jes perpendiculaires abaissées sur l'axe 
du cône , de tous les points de la spirale conique , est la surface 
gauche connue sous le nom d'hélicoïde; surface dont la généra- 
trice sera constamment horizontale , et aura pour directrices de 
son mouvement , d'une part l'axe commun du cône et du cylin- 
dre, et de l'autre, indlstiucteraeut , la spirale conique ou l'iH^lice 
tracée sur le cylindre. 

La spirale conique se trouvant donc ainsi l'intersection du cône 
et d'une hélicoïde , il s'ensuit que si , par un quelconque des points 
de cette courlw , on mène deux plans tangens l'un au cône et 
l'autre à l'hélicoïde , l'intei-section de ces deux plans sera la tau- 
gente à la cnttrbe en ce point. 



Ces préliminaires ainsi entendus , convenons," à l'exemple de M, 
Vallé, et pour abréger le discours , que généralement le symbole 
(P , Q) représentera le point on la ligne dont les projeclioiis hori- 
zontales et verticales sont respectivement P et Q. Prenons pour plan 
de projeclion horizontale le plan perpendiculaire ii l'axe du cône 
qui contient l'extrémité de la première circonvolution de la spirale 
conique , et pour plan de projection vertical nn plan parallèle quel- 
conque à celui qui contient ce même point et l'axe du cône. 

Soient ( fig. 4 ) XY la commune section de ces deux plans , (C , S") 
le sommet du cône , (C , S"C") son axe , (A'H'Ii' , A"D"Ii'9 sa sec- 
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lion circulaire .suivant le plan de projeclion liocizanUil , (A'C'B', 
A"S"B") sa section triangulaire parallèle au plan de pn(j''ction ver- 
tical , (A', A") rexlrémitê de la première circonvolution de la 
spirale conique , (C'A', S"A") la gt'iiératrice dans sa situation ïqi- 
liale, enfin (M', M") le point de la spirale par lequel ou se pro- 
pose de lui mener une tangeate , et que , pour fiser les idJes , nous 
supposons appartenir à la première circonvolution de celle courbe , 
(C'H'j S"D") la génératrice passant par ce point, et (M'C, M'G") 
la perpendiculaire abaissée du ui^me point sur l'ase du cône. 

Cuiicevous un cylindre droit, de mi?me axe que le cône, et ayant 
pour rayon ( C'A' , C'A" ) ; en prolongeant ( CM' , G"M") , jusqu'à 
la rencontre de la surface convexe du ce cylindre en (H', H") 
ce point sera un de cens de l'hélice et (C'H'.G'll") une des 
génératrices de l'Iiélicoïde dont il a été question vi~dessus ; et à 
laquelle il faudra mener un plan tangent par le point (M', M"). 

Si, par le point (II', H") on conçoit une tangente à l'iiéllce , 
la projeclion horizontale H'P' de cette tangente sera une tangente 
en ir au cercle A'IJ'li', et elle percera le plan horixontal en un 
point P' de cette droite telle que la longueur HP' sera égale à 
celle de l'arc H'A'. 

Soit une droite mobile conslamment liorîzontale et s'appuyanl 
continuellement dans son mouvement , d'une part sur l'axe com- 
mun dn cône et du cylindre , et d'une autre sur la tangente en 
(H',H") à riiélice; cette droite , dans son motivenieut, engendrera 
un parabolotde hyperbolique , tangent suivant (Cil' , G"H") à l'Iié- 
licoïde ; et ces deux surfaces auront eo (M', M") le m(}me plan 
tangent ; de sorte que notre problème se réduit à déterminer , 
pour ce même point , le plan tangent au parabolotde hyperbolique. 

On sait que le plan tangent h une telle surface , en l'un de 
ses points , a deux éléuiens rectilignes communs avec elle ; puis donc 
que (Cir, G"H") est un de ces élémens , il n'est plus question 
que de trouver l'autre qui doit, comme celui-là , passer par le point 
(M', SI"). 



I 
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On Sait aussi qu'un mi}me lepaii^boloïde hvperbolifjue peut #Ire eii- 
gendiL- (if liens muuiùres, par le uiouvemeut d'une droite qui s'»»— 
puye cofltiriuelloment sur deuxanlres, en restant consl^oimcnl pa- 
rallèlt; à un plan lise, ul qu'on déduit le densiùme mode de gé- 
ni'calion du premier, en prenant pour directrices deux situatiuiis 
quelconques de la gt'uératrice , et pour plan directeur un plan pa- 
rallèle à la fois aux deux directrices priuittive*. 

Le point C ëtant un des points de l'axe commun du cône et du 
cylindre , et le potut P' un des points de ta tangente à l'ii^lîcc 
en ( H' , H") , et k droite C'P' t'iant d'ailleurs lioriinntale , il s'en- 
suit que cette droite représente une des situations de ia gt'ni'ratrice, 
dans le mode primitif de génération ; et, comme (CH', G'H") en 
représente une autre , il s'ensuit que ces deux droiteii peuvent èire 
prises pour directrices de seconde génération du paraboloïde. Il 
faudra prendre alors pour plan directeur un quelconfjiic des plans 
parallèles à la fois â l'axe du cône et à la tangente à l'tu'lice en 
(H', H") , qui sont les deux directrices de première geMéraiion ; el, 
comme la pii-mière de ces deux directrices est verthiale , ce plan 
je sera également. ' 

Faisons passer le plan directeur par le point (M', M"), sa 
trace sur le plan lioiizontal passera par M' et sera parallèle S H'P' 
Soit Q' le point on cette trace rencontre C'P' , alors la droite me- 
née du point y au point (M', M"), s'appuyant sur les deux 
directrices de seconde génération, et se trouvant en outre dans le 
plan directeur, appartiendra au paraboloïde ; et, comme la drotte 
(CH' , G"ïl") lui appartient également , U s'ensuit que le plan 
conduit par ces deux droites sera le plan tangent en (M', M") 
au paraboloïde et couséqtiemment k l'héiicoïde ,- et devra consé- 
quemnient contenir la tangente en (M', M") à la spirale conique. 
Ce plan passant par l'horizontale (CH', CH") et par le point 
Q', sa trace sur le plan horizontal devra être une parallèle con- 
duite par Q' à CH' , el coupant H'P' en quelque point R'. Puis 
donc que le point R' se trouve ainsi appartenir au plan tangent 
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par (M';, M") à l'iiélîcoïde , et qu'il itppariifiit iiiissi d'uUlcurs , 
comme point dt II'P', ail plan langent au cùiif par le im'me piiiiit , 
il s'ciisuil rjn'il appartient à l'intersection de ces deux plans, c'est- 
à-dire, à la liiufjeule eo (M', M") à la spirale conique: la droite 
M'R' est donc la projection horiiontalc de cette tangente. Cette droite 
M'K' est donc aussi tangente en M' à la spirale d'ArcliiniMe , pro- 
jection horizontale de cette spirale conique. Nous obtenons donc , 
cliemiu faisant, un procédé fort simple, pour mener une tan^jcnte 
à la spirale d'Arcliiniède , en l'un quelcoiiqne de ses points. 

Kn projetant le point I\' sur le plan vertical en R" et luenaa^ 
M"R" , celle dernic;re droite sera la projection verticale de la tan- 
gente à la spirale conique ; cette tangente sera donc ( M'It' , M"li'' }. 

Cette construction extri^mcuicnt simple d'ailleurs , devient mal- 
heureusement illtisifire lorsqu'on veut mener la lanyenle par le point 
(A', A"), attendu qu'alors les points A', M',H',I'',y, l\' se 
confondent , ce qui rend la direction de M'U' indtkcrniin^e* 11 faut 
donc voir comment on pourra vaincre celte dltlîculté. 

11 est connu qu'une hélice fait en tous ses points un angle cons- 
tant avec les génératrices du cylindre sur laquelle elle est Iracéc , 
et, dans le cas présent, si l'on construit un triangle rectangle dont 
un côté de l'angle droit soit égal a la circonférence dont le rajuii 
est C'A' , et dont l'antre soit égal ù S"C" , l'angle aïgu adjacent à 
ce dernier côté sera l'angle dont il s'agît 

Cela posé , concevons un nouveau plan de projection liorizonlal 
distant du premier de la quantité CV et coupant le plan vertical 
soiv àol jry ; il coupera le cône suivant un cercle dont le diamètre 
parallèle au plan verticid sera (a'b' , a"b") , et la tangente e/a'i 
k ce cercle sera la trace sur le nouveau plan de projection hori- 
zontal du plan langent au cône au point (A', A"). Si ensuite on 
prolonge C'A' d'une quantité A'S égale à C V' , et que, par le 
point S, on mène une droite faisant avec SC un angle égal à 
l'angle constant que fait l'Iiélice avec les génératrices du cylindre, 
«l coupant A'A" eu T ; cette droite ST sera éndemmtai le M- 
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balteincnt , sur le nouveau plan de prujeclioii liorizoïiial , de la tan- 
geiile il liiélice eu (A', A") ; d'où il suit que son point T d'intor- 
section avec la pr >,'eclion liorizonlale A'A" de ctlle même tan- 
gente sera le point oi'i la tanjjente perce ce m^me plan ; donc la 
parallèle TU ment'e à C'A' par le point T , et cuiipant a'a" en U 
ser? la trace, sur le nouveau plfin iiurizontal , du plan langent à 
riiélicoïde en (A', A"); le point II appartiendra donc à la fois 
au plan tangent à l'hélicoide et ait plan langent au cône par le 
point (A', A"); il appartiendra donc , à riniersection de ces deux 
plans , c'esl-à-dire , ù la tangente à lii spirale coniijue au point 
(A' , A" ) ; la droit menée du point U à ce derniLT point sera donc 
la laugeule demandée, dont UA' et o"A" seront ainsi les projec- 
tions liorizonialc et verticale; UA' sera donc, en même temps la 
tangente en A' à la spirale d'ArcliioR-de. 

Ce dernier procédé, tjii'on pourrait aisément étendre k tout au- 
tre point de la spirale conique, ofl're cet avantage que C'V' étant 
arbitraire , toutes les autres lignes employées dans la conslruclioa 
auront telle grandeur on voudra. 

Bien que nous n'ayons considéré que des point de la première 
circonvolution de la courbe, il n'est pas difTicile de voir ce qu'il 
y aurait à faire pour des points de cette courbe situés an delà. On 
parviendra aussi très-facilement à modifier le procédé dans le cas où 
son application obligerait à tracer des droites d'une trop grande 
longueur. 

l.a méiliode de Roberval , qui s'applique fort bien à la recher- 
che de la tangente à la spirale d'Arclnmède , conduirait également 
h la tangente à la spirale conique ; mais les procédés déduits des 
principes de la mécanique , quelque curieux qu'ils soient d'aJlleur», 
nepaiaisseiil pas devoir dispenser des solulionspureineat géométriques. 

Varsovie, le 5 août i8:i5. 
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ANALISE APPLIQUÉE. 

Mémoire sur l'avantage du banquier au jeu de trente 
et quarante ; 

Par M. le B."" Poisson , de l'acadcmie royale des Sciences, 
Conseiller au Conseil royal de l'instruction publique. 

( Lu à f Académie des Sciences le i3 mars 18:20. ) 



J-j 'ÉVALUATION des chances , dans les jein de hasard , a é\é l'origine 
du calcul dos probabilités, et l'objet des problèmes résolus d'abord par 
Pascal , Fermât , Huj'ghens et les autres géomètres tjui se sont les 
premiers occupés de ce calcul. Ceux qui les ont suivis dans cette car- 
rière , et particulièrement M. Laplace, ne se sont pas bornés à résou- 
dre des problèmes de cette nature ; ils ont étendu les applications de 
ce calcul ù des questions d'un plus grand intérêt ; et la théorie 
des probabilités est devenue une dos branches les plus importantes des 
sciences mathématiques. Mais , parmi les nombreuses questions , d'es- 
pt'ces si dîlTérenles , qui dépendent de cette théorie , il en existe nne 
qui n'a point encore fixé l'attention des géomètres , ou , du moins , 
je n'ai vu nulle part qu'ils se soient occupés du calcul des chances , 
dans le jeu connu indifféremment sous le nom de trente et qua- 
rante ou sous celui de trente et un. A la vérité , on trouve dans 
l'Encyclopédie , par ordre de matières , à la suite de la descrip- 
tioa de ce jeu , une évaluation numérique des chances qu'il présente , 
Tom. XVI n." VI, i.er décembre iSaS. ^3 
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nais , avec un peu de réflesioti , on s'assure ais 



iil Je ]'i 



tilude* 
trente 



du priucipL* sur lotpiel ce calcul est fuudi'. Cependant , le 



ôtunt le 



lel 



letk'i 



le plu: 



cspose i 

d'ari^eiit , duus les jeux publics , îl serait utile de reconnaître 
à privri l'avantage des personnes ausquelles la ville de Paris con- 
cc'de le privilège exclusif de ces jeux. Celte quesliuii d'ailleurs, par 
la compltcaiion des cunditiuus du jeu , est un des probliines de 
probabilÏLi^ les plus curieux qu'on puisse se proposer. J-a plupart 
de ces problùmes se résolvent, connue on sait, par des ini'lhodes 
uniformes, fondées sur l'intégra il on des équations aux ditTérences 
finies et partielles; mais, dans la question dont il s'agit ici , on ne 
tarde pas i recuiiuaUre que l'usage de ces équations ne pourrait 
f Ire d'aucun secours , et l'on est obligé , pour la résoudre , de re- 
courir à de nouveaux moyens. Ceux que j'ai empinjés, dans ce 
mémoire, m'ont conduit ii des formules do:it le développement', 
suivaut les puissances d'une ou de plusieurs variables , fera con- 
naître toutes les chances du (rente et quarante que l'on voudra 
déterminer; de la mi?me manière que , dans dos questious moîos 
compliquées, le développement de la puissance d'un binôme, ou 
d'un polynôme composé de plus de dons termes , sert ù trouver 
la probabilité des événeuiens composés, d'après celle des évéïic- 
niens simples, La conséquence principale que \'vn ai déduite est 
qu'au jeu du trente et quarante, l'avantage du banquier esta très- 
peu prùs égal aux onze millièmes de la sonmie des mises , ou , 
anlremeut dit, que, dans une très-longue suite de coups, celui 
que l'on nomme refait de trente et un, et pour lequel le banquier 
prend la demi-somme des mises, doit revenir , à très-peu près, 
finel-deux /ois pour un millier de coups ; la probabilité de cette 
prnporiioH pouvant approcher de la certitude d'aussi près qu'on 
voudra , en piolongeanl le jeu convenablement. 

"'i' T. Le jeti de trente et rjuaranfe se joue avec six jeux de cartes 
' ''fcomplets , formant en tout 3i2 cartes. Les ligures comptent i>uur 



AU TRENTK ET QUARANTE. 17$ 

â'ix , los as pour un , et chacune des autres cartes pour le nom- 
bre Je ses points. Toutes les caries étant mêlées , 011 lire succes- 
sivement une, deux, trois, caries, jusqu'à ce que la somme 

des points des cartes Urées ail passe trente ; et l'ou s'arrête aussî- 
lôt qu'elle a dépassé celle limite. On fait ensuite un second ti- 
rage , semblable au premier, c'est-à-dire, q"je l'on tire de m^nie, 

sur les caries restantes, une, deus , trois, caries, jusqu'à ce 

que la suuime de leurs points ail surpassé trente. L'ensemble de 
ces deux tirages forme ce qu'on appelle un coup. Après le premier 
conp , on en joue un second, de la mOme manière, avec les car- 
tes restantes ; après celui-ci un troisième ; et ainsi de suite, jus- 
qu'à ce qu'on ait épuisé il totalité des cartes que l'on avail d'abord. 
Quand ces 3i3 cartes sont tirées, ou bien, quand il n'en reste 
plus assez pour f.iire un coup complet, on a achevé ce qu'on ap- 
pelé une taille ; el le jeu petit ensuite recommencer , suivant les nuî- 
mes règles , avec les mêmes ou d'autres caries. 

Puisque l'on s'arrête , dans chaque tirage , dès qu'on a dépassé 
trente , el puisque 10 est le plus haut point qu'une carte puisse ame- 
ner , il s'eusuil que chaque tirage ne peut présenter que 10 points 
difl'érens, dont ie plus petit sera 3i el le plus grand 4^. En ajou- 
tant les points de toutes les cartes qui composent sis jeux complets, 
la somme est égale à 3o4o. Chaque coup emploîra au plus 80 et 
au moins 62 de ces points % le nombre des coups qui eomposeront 

une taule entière sera dijoc toujours compris entre -^ el -~z — 1 
ou entre 25 et 33. 

Avant qu'un coup soit commence , chaque joueur parie contre 
le bananier , pour l'un ou l'autre des deux tirages dont ce coup 
sera composé. Le tirage qui amène le plus petit point , ou te moins 
éloigné de trente , est celui qui gagne. Le banquier paye aux joueurs 
qui ont parlé pour ce tirage une somme égale \ celle qu'ils ouï 
jouée , el il prend les mises des joueurs qui ont parié pour l'au- 
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trc linge (''). Si les deux tirages amiMicnt des points t^gatix , et 
supérieurs k 3i , comme Sa el Sa, 33 et 33, .... 4^ ^^ 4^* > '® 
coup est nul : le banquier ne paye nî ne reçoit rien pour ces sor- 
tes de coups; de sorte que s'il eu était de m^me pour le coup 
3i et 3i , le banquier n'aurait évidemment aucun avantage, et le 
jeu serait parfaitement égal entre les joueurs et lui. Mais, lorsqu'il 
arrive ce qu'on appelle un refait de 3i , ou aulrenicnt dit, si les 
deux tirages d'un même coup amènent ce nombre , le coup n'est 
pas réputé nul, et le banquier prend la moitié des mises de tous 
les joueurs. L'avantage du banquier, au jeu de trente et quarante, 
est donc égal , pour chaque coup , à la demi-somme de toutes les 
mises, multipliée par la probabilité du refait de 3i , rehlive à 
ce coup. Ainsi, l'objet principal de ce mémoire consiste à déter- 
miner celte probabilité. Mais nous allons , auparavant , résoudre 
plusieurs problèmes de hasard qui n'avaient point encore été trai- 
tés jusqu'ici, et dont cette détermination ne sera plus qu'une ap- 
plication particulière. 

2. Une urne renferme Xt boules portant le numéro i , x^ bou- 
les portant le numéro 3 , x^ boules portant le numéro 3 , ....... , 

enfin x^ boules portant le numéro /' , ie plus haut de tous ceux 
dont les boules sont marquées ; on tire successivement une, deux, 
trois , boules , sans les remettre dans l'urne , après qu'elles 



(*) Communémeot , poar plus de commodité, les joueurs, qu'on nppelle 
aussi \ei ponUi , placent leurs mises sur le bord de deus curions circululres , 
l'un noir, répondant au premier tirage de chuque coup, et l'autre rouge , 
répondant au second; el de là Tient que, dans quelques localités , le Irênlt 



el ijuarante est aussi appelé lu rouge et m 
cuuluur noire ou pour U rouge, suivant 
pour le secoud tirage. 



, et qu'on dit parier pour lu 
a parie pour le premier ou 



I 
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en sont sorties ; cette suite de tirages se continue , jusqu'à ce que 
la somme des numéros ameni's par les boules ait atteint ou sur- 
passé un nonibie duiiné x : on demande la probabilité que cette 
somme sera ^gale au iiouibre x ? 

Soit s le nouibre total ^^^ boules contenues dans l'urne ; en sorte, 
qu'on ait 

*i+^l+J,+ -\~J-.T=S. 



T)esignons par a, y e^ , a^ y c; , des nombres entiers ou nuls, 

respectivement moindres que x,, ^t. , ^, , x^ , ou qui leur' 

soient tout au plus égaux. : et faisons aussi 



*3'. + 'ï»+''i+" 



.4-^,= 



Par les premières rrgles du calcul des probabilités , si l'on fait un 
nombre n de tirages successifs, sans remettre les boules dans l'urne, 
la probabilité d'amener d'abord a, boule n/ i , ensuite a^ boules 
n* 2, puis a^ boules n.* 3...,., enfin <7- boules u." i, sera ex- 
primée par 



(^m\ ■ 



à,} » ' 



(..-o.-O' U.-.I.-0! 



.,-.)! 



(j;j— a,— jjl 



«n adoptant, en général j avec quelques géomètres, pour la com- 
modité typographique , l'expression A] , comme le symbole de 1.3. 
3 .... i Pdur en déduire la probabilité d'amener, dans im onlre 
quelconque , en n tirages , a, boules tu" i , a, boules n." 2 , « , " 
boules n" 3, .... a^ boules n." /, îl faudrait multiplier cette quan- ' 
tité par le nombre 1.2 3.... n de permutations dont sont suscepti- ■ 
blés les n numéros amenés , si tous ces numéros étaient diiTé' 1 
rens; mais, à cause que les numéros égaux ne doivent pas ^tre'^ 
permutés entre eux, il faudra multiplier la probabilité précédeiA— '' 
ment obtenue seuleojçnt par^ . .... j. v' .>•_-{-,■» 




178 AVAxNTAGE DU BANQUIER 



n\ 



\i\a^\Oi\ flj! 






ce qui donnera un prodait c^ui ponrra s*^rire ains^ 

»î(5— n)! an,! *,! a*.! 



i! «l'O^i— «1— Oî «.•('.-«.— Oî «iK*!— «j— 0- 



Or, en iutc^grant, depuis j=o jus(ju'à J^=i > on a 



•^^V^ -(^4-)y(«-r)'-r^r ' 



«a faisant donc , pour abréger 






et obsetvant que la somme des exposaps «^ , a g , 1. ,*.«.. «rf.es( 
^ale à A > ce produit dçtriendra donc 

.lAsamme des numéros amenés par cette suite de tirage&sera a^^» 
^^1*4:3^ 1 4" •^— H"'<^ ; or 9 d'après 1 énonce du problème, cette 
somme doit éire cigale à jt; la probabilité demandée par cet énoncé 
sera donc égale à la somme des valeurs que Ton déduira de l'ex** 
pc^on (s^î)/(i'^yYydy^ en y donnant aux nombres u, , ^,, 
û^.j ^... jj 9 toutes les valeurs , y compris x^ro , qui satisfont à Téqua* 
tioa 
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Donc , si nous di'signons par JT. la somme de toutes les valeurs 
de Y qui répondent à ces valeurs de ^, , ^^ , ^ , , ...m c^ , et par 
X la probabilité demandée , nous aurons 

Maintenant, prenons une indéterminée / , et supposons qu'on fasse 
le produit des séries suivantes : 

I + — • 4- — • — — - ■ -4- — • ■ • ■■ . ■ ■ • : 4*.*»». f 






|l Ion ordonne ce .produit par rapport auit puissances de / , il est 
évident , d après la forme de 1^, que la somme X, des valeurs de 
cette quantité ne sera autre- chose que le ooeCîck»nt de /* dans la 
série qu'un obtiendra ; d'ailleurs , les / facteurs du produit sont 
les développemèns des «puissances 



*4 

9 



donc, à cause de Xj+jr^+^i'i" +^,"=^ » ^1 sera le coefficient 

de /'^ dans le dovfioppement. du produit. . 



u'.- 



• » 






1 
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et par conséquent , la probabilité X sera aussi le coeBicient de /' 
' dans le développement de \ 

, rintégrale étant prise , comme précédemment , depuis y=:o jus* 
qu'à j=i. 

3. Pour résoudre le même problème par le moyen des équationis 
• ftux différences finies y j'observe que la probabilité demandée est une 

fonction du nombre jt et des nombres jr, , <^t » ^| » ^j» ^t 

je la désigne par Z . Après le premier tirage^ 

cette fonction deviendra Tune des quantités 



I • I • • 



^"^■"I 9 *4""^I I ûP m y JT I y M*» • ^a 






•*"^l ^ «^1 y *^ I *^^l 9 •••••• «*i*"* t 



f 



suivant que la boulé sortie portera quelqu'un des numéros i , 2 p 
3, ..••.• /, respectivement. Les probabilités de ces évëaemens sont 
d*ailleurs respectivement 



r 

Xt flP, JP, «I 

7 I —, — • — 7- î 



or 9 il est évident que la probabilité avant le premier tirage eit 
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^gale u la somme des probabilités qui auront lieu après , multipliées 
chacune par la probabilité de Tévènement auquel elle répond : c'esl 
ce principe qui sert à mettre eu équation la plupart des problè- 
mes de probabilité ; et , dans la question présente , il en résulte 
que nous aurons 



/ 



fi z 



«ÎT— I I JT,— I , X^ y X^ y 



• ••0 X , 

I 



H Z 

s 



X^X^jX^^X^y.t^X^ 



+ ^ z 



i^r— "3 y Xi I JTj— I ^ J? j j „, x^ 



X"^^*! y X^ j X^ y JJ*."""""! y •!•• X* 



-h 



+ ^ z . 

S X^^^l I «2^1 y ^z 9 1 9 •••••• X'^^^X 



(0 



/ 

Le même raisonnement montre que , si l'on a x:=a y a étaut 
plus petit que i y on aura 

' ^ z 

s ^—1 , ^j— 1 , x^ 9 ^1 9 «r* or 



+ - z 

^ s a- 



•2 y Xi y tTj*"— I 9 .^y ^ «••• • 1^ 



:Z 






— ^ I Xi y X ^ y ^^—1 y ,•,. JT^ 



^> «^1 I *)J f «^1 JMt»* ^^ 



+ 









/ 



Tom* XVh 



^4 
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Eti comparant cette ëquatiou à la précédente , on voit que ^ porir 
qu'elle y soit comprise^ et pour que Tëquation (i) subsiste, potir 
toutes les valeurs de x<^i ^ il est nécessaire de supposer la fonc-« 
tion Z égale à l'unité, quand ^so, et nulle , pour toutes les 
valeurs négatives de x plus petites que i y abstraction faite du signe , 
quelles que soient d'ailleurs les autres variables jt, , x^j ^, , •.. jt^* 

Gela étant, en faisant successivement :r=si , :r=:2 , xssZj ^ 

dans l'équation (1)^ on en déduira 

z =— , 

Z ==- Z +~ , 

2 , ^1 9 iT^ -f •••• ^,- * 1 , ^i"^I , Xj •••• Xi s 

z^ =~ z +-^ z, +- , 



mettant aussi successivement x^-^i , x^ — i , x, — 1, , à la 

place àe Xi y x^ y x^ y •••.• , dans la première de ces équations > 
on pourra ensuite éliminer les quantités 



I , jrj—- 1 j x^ j x^ f ••#•.• X- y 



z 



y 



1 , •l'j , uTji"^*! ^ ^S > •••••••• X- 



l 9 Xi y X^ j ^,—1 , «M.t.M ^j 



.•••«!••«• 



•contenues dans les autres , et Ton aura 
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2 f •l'i ^ ^ % 9 **** ^s 



— 1^ + T ' 






9 



et de méaie » au moyen de oeUes-cî, on obtiendrait 

/7 ^t *i—"i api— a ' x^ Xi • *i 

^^ =—-• — • f-2 — *r "* 9 

et ainsi de suite , 

De cette manière, on calculera aisëment la probabilité demandée , 
lorsque x sera un petit nombre ; mais le calcul deviendra imprati- 
cable , dès que ce nombre sera un peu considérable; et il faudra 
alors recourir à l'intégrale générale de l'équation (i). Cette équation 
linéaire a ses coeffîciens variables; néanmoins, si Ton multiplie tous 
ses termes par s , ses coefTiciens ne renfermeront les variables qu'au 
premier degré ; circonstance d'après laquelle il sera possible d'in- 
tégrer Téquation (i) par le moyen des intégrales définies. Mais 
cette méthodç ne conduirait que très-diOIcilement à la solution du 
problème que nous nous sommes proposé; c'est pouquoi nous nous 
bornerons à vérifier que la solution que nous avons trouvée satis- 
fait à l'équation (i)w 

4 Soit , pour y parvenir , 



ti'Z œT ; 

2 indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs entières 
et positives de jr , y compris :r==o \ et jusqu'à x-r^to^. dLes valeurs 
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de la fonction Z qui répondent à des x négatives ëtant nulles , d'aprt'S 
ce qu'on a dit plus haut, on aura 



XfZ 



: zV 



'» • ^l J %. **'* \ 



^t''T 



I > •♦l > 



•#•• «Pi 



•^ 



p ëlanl un nombre entier et positif; et , à cause que cette foncOoti 
1^ est égale à riinitë quand :r = o, le premier terme de la fonction T 
sera aussi c^gal à un. Si donc nous multiplions TJquation (i) par 
tx , que nous donnions ensuite à x toutes les valeurs comprises de- 
puis jr=:i jusqu'à ^=00 , et que nous fassions la somme de tou- 
tes les équations qui répondent à ces valeurs , nous aurons pour 
résultat 






i»i 



s jr,— — I ^ X ^ > ^1 > •••• ^i 



+ — T I 



+ 



Xj ^ X y X * •••••• ^1' 



■ 



D'ailleurs , en ayant égard à l'expression de X , trouvée à la fin 
du n.* I , et qui doit aussi ôtre la valeur de la fonction Z , on 
toit qu'on doit avoir 
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llnt^grale ëtanl prise depuis j=o jusqu'à j=i ; la question con- 
Mste donc à A^rider que cette valeur de la fbnçtioii T satisfait à 
l'équation (2) , quelle que soit la yariable /• 
Or , je fais 

=:u y ou ycs — — , et dr=: • — ; 



«c 9 pour abréger ^ 



l'équation précédente devient 

et l'intégrale devra être prise clepuîs «=o jusqu'à 2/=:oo . En met- 
tant successivement, dans cette équation précédente jr,— i , x^ — i , 

^,««1 1 Xi — 1 à la place de *^j > <^a 9 ^| > ••••• ^i ^ et , en même 

temps > s — I à la place de j, on aura 



* -I 






«.«•I 






mais y en diflTérentiant 2/ par rapport k Uy on a 
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du ]. . 

+ 

+/«>. ( 1 +uty.( I +«o'" ( I +«/•)' 

et, si Ton compare cette ëquatîon anx précédentes , on en con- 
clut facilement 



/. 









An moyen de ces résultats > Téquation (2) devient 



mais ^ en intégrant par parties , il vient 



(3) 



/ ^^ ^ ^ KjIo/ ' '''" • 
à la limite »=o, ou a 27s i; à la limite us» , ou a 
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V 

=0 



<^+»)H-î 



parce que U est le produit de s facteurs du premier degré par rap- 
port à 2/ ; on aura donc 

ce qui rend identique l'équation (3) qu'il s'agissait de vérifier. 

5. Maintenant , proposons-nous ce second problème : les mêmes 
choses étant posées que dans le premier , on fait une première 
suite de tirages que Ton continue jusqu'à ce que la somme des 
numéros aùienés ait atteint ou surpassé le nombre x ; ensuite , 
sans remettre les numéros sortis , on fait une seconde suite de ti- 
rages 9 que Ton prolonge jusqu'à ce que la somme des numéros 
amenés ait de même atteint ou surpassé un nombre aussi donné 
x^ , on demande la probabilité qu'on obtiendra , à la fois , la somme 
X , dans la première opération , et la somme x^ ^ dans la seconde ? 

Comme dans le premier problème , la probabilité d'amener , dans 
la première suite de tirages et dans un ordre quelconque , û^ bou- 
les n.^ I , û^ boules u.^ 2 , û^ boules n/ 3 y •..•• ai boules n.^ /, '■ 
sera exprimée par 

n!(5— n)! «|! t.! x^l ^ 



rt •« • • • 



cet événement ayant eu lieu » la probabilité d'amener à la seconde 
suite de tirages , aussi dans un ordre quelconque , ^1 boules u.® 1 , 
^ft boules n.® 2 f ^, m^ 3> ^« • ^| boule» n.^ i , sera 
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• ♦ • 



en désignant respectivement par n et n^ les nombres de numéros 
qui composent le premier et le second, tirages , c'est-à-dire ^ en 
faisant 

i.+^ »+*,.+ +*=«' • 

La probabilité de la succession de ces deux évenemens Tun S Tati**' 
tre sera le produit des deux probabilités qui leur correspondent ^ 
lequel produit pourra s'écrire ainsi 



« — i— — — ^— — 1— % % • «1^ 



i 

of I ei) intégrant depuis j=o jusqu'à y^i , et depuis rsso jusqu'à 
j8::=l , nous avons 



^1 



de plus en faisant ae=r ^ après la difTérentîatlon » nous avons anssi 



«+»'+* = — T— 



" S 



€e qui change la dernière équation en celle-cj 



• . I 
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i-^z)«'z» «•+"'+ «d? , 



et , au moyen de ces valeurs et de celles de n et n' , le précédent 
produit sera égal à . •- ' 



<^+0 



eu faisant, pour abréger 



^# 



P(i-^)'«dyir l 



* - » I 



• 

€& Ton désigne par X^ , en général , le produit 



»mW 



^Jim+^m^ j;^^j*m^«m^ «m+^i» 



««!^!(Xm-««-*m)!(l-r)'"^+^'" 



• « 



1 - ' 



... •• \ 

l'indice >72 étant un des nomhres comptis depuis i ju^u'^ /• 
L'énoncé du problème exige que Ton ait 



donc, si l'on donne aux nombres? entiers positifs ^, , a 9 a^i '.^ 

^i I ^1 9 ^1 » ^) > ^t 9 toutes les valeurs possibles qui satisfont 

à ces conditions, qu'on appelle ,P, la somme des valeurs corres- 
pondantes àe P , elpla probabilité demandée par pe même énoncé y 
on aura 
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25 



J 



. » 
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Mab ^ i et ëtant deux indëtermioëes différentes , on peut 

^ ' mm mh 

garder X^ comme le eoefficrent du produit / *"• d '^ , dans le dé*' 
Teloppement de la puissance 



^- I 



d'où Ton conclut qi^e P. sera le coeiGcient de f^' y dans le d^ 

veloppcment du produit 

ordonné suivant les puissances et produits de puissances de i efiB; 
donc enfin, à cause de j = jr,-|-vr ^4-^ i +..•... Th^i > la probabilité 
Pj qu'il s'agit de déterminer sera le coefliciçnt de /'«S", dans le 
développement de cette quantité 



('+0^ /y?'-ry+r<«[''+(«-x)e]}!'{i-^-Hra[z/%Ki-rr5ô'i} .' 
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en se souvenant qu'on doit faire ac;si, après la dlflTérentiatlon in- 
diquée, et prendre les intégrales depuis ^=0 et z=o , jusqua 
y=si et z=r. 

Si , au lieu d*une ou de deux suites de tirages , comme dans 
le premier ou le second problème que nous venons de résoudre , 
il y en avait trois ou un plus grand nombre y l'analise précédente con- 
duirait à la solution de la question ; mais il suffit à l'objet prin- 
cipal de ce mémoire d'avoir considéré le cas de deux suites de 
tirages, qui est eu effet celui que présente le trente et quarante p 
d'après les règles de ce jeu , énoncées plus haut. 
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6. Pour appliquer la solution da second problème au calcul des 
différentes chances du trente et quarante , il suffit de remplacer les 
boules nam^rctées que nous avons coDsidi.Tt'es par des cartes qui por- 
teront les numéros marqués par leur nombre de points , lesquels 
s'ëtendronl , par conséquent, depuis i jusfpi'ù lo; les fifjures comp- 
tant pour ce dernier nombre. On aura , par exemple , la proba- 
LUiti! du refait de 3i , à un coup quelconque de ce qu'on ap- 
pelle nue taille , en faisant j-=j:'=3i , et prenant pour x, »^, , 
*i , ».^. Xj, les nombres de cartes de chaque espèce qui ne sont 
pas sorties aux coups précédeus ; en sorte que celte probabilité , 
M l'avantage du banquier qui en dépend , varieront d'un coup k 
un autre d'une même taille, à raison des cartes d<>jù sorties. Mais 
il est important d'observer que , pour d(?lerminer l'avantage du ban- 
quier , avant que le jeu commence , c'cst-A-dire , la fraction de cha- 
que mise qu'on devrait lui abandonner jiour qu'il renonrôt â cet 
avantage pendant toute la dun'e du jeu , il suttit de calculer la pro- 
babiUté du rtfait de 3i , au premier coup seulement, ou quand 
les sii jeux de cartes avec lesquels on jooe sont encore complets. 
En effet, lorsque ces «cartes ont ëté uu^lées , sll existe une chance 
^uelconqite pour qu'un événenienf A arrive au premier coup et 
un évéoetueiu ^ à un autre coup, ati d^sième, par exemple; il 
y a exactement la même chance pour que l'événement B arrive 
BU premier coup et l'événement A au dixième ; car on peut for- 
mer un autre arrangement de toutes Tes caries , qui ne diffère de 
ceiui que le hasard a donne qu'en- ce qiie les cartes qui sortent 
au premier coup sont remplacées par celles qui sortent au dixième , 
et vice versa \ et, comme cey denx arrangemens sont également 
possibles , il en résulte qu'avant que le je» commence la probabi- 
lité d'un refait de 3r est la mtfme pour le premier coup , pour le 
dixième , ou pour tout autre coup Elle ne varie , pendant la durée 
du jeu , que pour les joueurs qui ont la connaissance des cartes sor- 
ties ; mais un joueur qui ne ne les connaîtrait pas devrait parier 
la luéuie somme à tous tes coups , pour l'arrivée d'un refait de 3i. 
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^ Cette çonsidëra^pn forl simple rend possible la dëtermioaûdn de 
l'^KûiUage du ]i>aiiquier, ;pn la réduisaut au calqul de la seule chance-* 
qui a eu lieu au premier coup. Observons aussi ? qu'on pourrait dér/ 
t^iniuereet avantage , en.qalci^Mt la prol^abillté du refait de 3i , 
à. un autre coup choisira volonté; mais il faudrait faire une hy-.. 
pothèse sur les. cartes sorties, aux coups précédens , et multiplier 
la probabilité, qu'on trouverait par ccUe de. cette hypothèse ,. ce 
qui rendrait le calcul extr^menieut compliqué». : . 
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7. Au prçjpler coujp.^ que. ^npqs. nous bornons à considérer ^ les 
cartes sont au nombre ^e3i:j^ le? neuf premiers nombres ^1 ,*îr^, 
^, , x^ , sont tous égaux à 24; le dixième seul or,^. est dif- 
férent , et quadruple de chacun, des premiers* Ainsi ^ il faudra faire 
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Scjjlçnt . de plus , pour abréger, , . . . , 

• • • ■ / . ■ • i ■■ • • 

, I— a[z/-f (i--z)6]=z, , . : ^ fi- 1 



,^.[zi^+(i-^«)Ô']=3'. ; 



• . • 



. } 



i-^[i:/^+(i-;^)Ô^]=;r, , 



i-a[^/"H(ir^)e'*]=-^ii; 



en^ite 



> » 



(i-^z.).'(i-yz,).'(i— jj^z,) .* o... (i-^z^.) ■»=r ; 



/ 

V. 



i • 



et , enfin , 



t 
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U={s+i) ^JJraiydz , 



S:îi : 



ov Ton fera a=ri , après la difFërentlation , en int^ant ensuite* r 
depuis ^"=0 et >2=o , jusqu'à ^5=:i et z=i. La question se rjf- 
dilira à calculer le coefficient de /^'g^' , dans le développement de ^ 
cette quantité U, suivant les puissances et produits de puissances 
de / et 6. Le nombre des fi^cleurs de 1^, et la grandeur de leurs 
exposans , rendraient impraticable le calcul rigoureux de ce coeffi- 
cient ; mais on peut réduire l'intégrale y Jhdy en une série conver* ^x 
geitte , au moyen de laquelle on' obtiendra , à tel degré ii'approxi^ 
mation qu'on voudra , la valeur du coefficient demandé. 
Pour cela , soit 
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nous aurons 



T- . f 



et y par une suite dlntégrations par parti es' , nous en concluroitt 
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les indices o et i indiquant respectivement qu'il faut faire y:=zo 
et j=i , après différentions. Cette série est une de celles que M. 
Laplace a donné , pour calculer par approximation , les intégrales 
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des fonctions de grands nombres. Il est aisé de s'assnref qiie Et 
seconde partie , qui répond à jr=:i , ne donaerait en la àé%e\of^ 
p^nl suivant les puissaBces et produits de puissances de # et 0> 
que des ternies dans lesquels la somme des exposans de ces ¥a^ 
jîàbks surpasseraient Xi+2x^'^x^+ ..^••* +f o^^♦ ; en sotte que 
aoas devons en faire abstraction dans la ^piestlon présente ^ doue ^ 
i ' cause de l^^=i , ooas aurona simplement 




Noos auronsK ausst 



*^=s 






P-^r, li-yr^ *-:>'*•• 



Sr dbn<- nous^ développons le dénonunateuc de cette e^Kpfessionsoiî-. 
Tant les puissances^ de jr, et q^M^ np étant un» nombre qfielcoa*^ 
quOt-^ nous fassions- 



^1^1 "T"-^»^*- ^"^|T^^.'"-^^^•••• -^^ uv^ fr=^ai* 9t 



ft ^a. résultera: 



^i+^»/+^i/*-f^^^4- ...... ' 



tt, eik: SttBstituanr cette- Tblèar dan» celle âfeJTdiy y o» tcoaver» 



"' •^■' Zj z,î ■** z.* z,T -r-^ 

A cause du nombre et dé la^ ^^randeor des çumiitâ' x, , jr» » 



.• r^î 
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#1 ; 4MM ^«« y ^* elles reofimnent , les eipressionsZ, , Z^^ Z^ , ..«• 
OBt de grandes valeuirs, et toutes du même ordre de grandeur, 
d^oh U résulte ^uê cette s^rîe «stirès^cavergente,. du moins dans 
ses premiers terme s ; car les coefficiens numériques qui se troarent 
à Ieui« numérateurs croissent, indéfinimeat , et finissent par rendre 
cette série divergente. Mais , en s^^n tenant à la partie dans la- 
quelle elle est convergente , on aura une expression très--approchéé 
de JTdy ; et , si nous nous bornons d'abord à son premier terme , 
pous aurons 



-=(-^0 èf^ . 



pour la valeur correspondante de I7. 

La valeur de Z, est la même chose que 

eu faisant, pour abréger. 

Si on la substitue dans U ^ et que Tob y fasse azxi^ après atdir 
elTectué la difierentiation indiquée, on aura 



u^f 



{j+s)sdz 



[1— xT— (I— z)ej^ 



«ty en iotégraiiCy depuis zs±q jofiqvi'h xai y il vient 
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Or , les deux symboles T et reprësentant des fonclîoiw sembhi"- 
blés de / et , les coefBciens des mêmes puissances de leurs varia- 
bles respectives seront les mêmes dans les développe mens des deox 
puissances . 



(-fr- (-t)"^ 



d^gnant donc par k le coefTicteot de t^^ , dans le premier ^ 
deux développemens , et appelant p la probabilitë du refait de 3-1 , 
ou le coeflicieut de /^'â^* , dans le développement de V ^ nous 
aurons 

DCmz ^— ■^— i Jt • 

S 

de sorte <|u'îl ne reste plus qu'à calculer la valeur numérique et 
ce coefficient k^ 

8. Avant d'effectuer ce calcul , nous observions que fe quantité 
k serait la probabilité de 3 1 simple , et , par conscient , i^ celle 
du refait de ^i"^ si l'on remettait les cartes dans le Jeu , à mesure 
qu'elles sortent. En effet, dans cette hypothèse, il est aisé de voir, 
d'après la théorie des combinaisons , que la probabilité d'amener 
une somme donnoe a; , dans un nombre déterminé m de tirages* 
successifs , n'^t autre chose que le coefficient de /* , dans le dé- 
xeloppement de la piûssance 

(T'+f''+r''+ •■**v''7^ 

y/» 
wi de -^ ? par conséquent , fo probablKté d'amené* cette mente* 

somme en un nombre qiielconque de tirages sera le coefficient dfr 
^* dans le développement de la: série 
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2» 7^ 7TJ Ti 

qu'on peut à volonté arrêter au ^.™* terme ou prolonger à Tinfini ; 
on y peut aussi ajouter Tunitë ; et alors elle devient cigale à — 



T ' 

s 



ce qu'il fallait démontrer. 

Il résulte de cette remarque qu'à raison du grand nombre de 
cartes que Ton emploie au trente et quarante , la probabilité du 
3i au premier coup est peu différente de ce qu'elle serait , si Ton 

* 

s'assujétissait à remettre les cartes dans le talon y à mesure qu'el-* 
les sont sorties. Ce résultat qui aurait aussi lieu au premier coup, 
pour toutes les autres chances du jeu , est évident en lui-même ; 
et on peut le considérer comme une vériGcation de la méthode 
d'approximation employée dans le numéro précédent. 

9* Faisons usage présentement des valeurs numériques de s ^ x^ , 
^a f '^i » •••••• <^io* Nous aurons 

où Ton a [fait , pour abréger , 

a4 a4 I 

$ ai3 i3 

On conclut de là 

I 1— < 



,_Z »— (i+a)/^fl(3— 4/)«" ; 
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cl, en développant d'abord suivant les puissances de /'^ , il vient 
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I- 


T 

s 
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m 






+ 




-/)(3— 4/)f 




[l- 


•0(3— 4/)»t»» 


+ 


a'(i- 


■*)(3— 40'''" 



On rejette les termes sairans de cette série , qui contiendraient la 
puissance z*^ et des puissances supérieures de /. H est aisé de 
prendre le côetncient de /'' , dans chacun des quatre termes que 
Ton conserve ; et y en faisant la somme de ces quatre coeQlciens » 
on aura la valeur exacte de k ; savoir : 

^ ' ' X (la i,a tla» 

J'effectue les différcntiations indiquées ; puis au moyen de ^7= — p 

je réduis cette formidè en nombres ; et , en poussant Tapproxima- 
tion jusqu'aux décimales du sixième ordre, je trouva 



A: =0,1 48063 ; 



d^où il résulte 



;9= — A:=z=o,o2i993 . 



Le calcul deviendrait très-pénlWe , *sl Ton voulait avoir égard 
au second terme , et aux termes suivans du développement de 
/Td/ , que nous avons négligés. En tenant compte du second terme , 



'M. ■ i> V. 
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j'ai trouvL^ rjiie la première valeur approchée de p doit élre di- 
minuép de o,oooo:;G ; les termes sulvans ne cliangeraieiil pas cette 
Talvur dans les six premières décimales ; aiasi , l'on peut prendre 

^=0,021967 , I 

pour la prohabilitiî du refait de 3i , an commencement du jeu, 

D'aprîjS ce qu'on a dit plus haut, on aura l'avantage du ban- 
guicr , en multipliant cette valeur de p par la demi-somme de 
toutes les mises ; en sorte que , pour raclicler cet avantage , avant 
que le jeu commence , chaque joueur devrait convenir de donner 
au banquier , à tous les coup& , y compris les coups nuls , les onze 
millièmes , à très-peu près , de l'argent qu'il voudra exposer. 
i 
10. Les problèmes des nunu^ros 2 et 5 comprennent aussi les 
autres chances du trente et quarante. Si l'on veut , par exemple , 
calculer la probabilitiî d'amener le nombre 3a , on supposera 
d'abord , dans le problème du numéro = , que l'on continue la 
suite des tirages , jusqu'à ce qu'on ail atteint ou dépass,! 33 ; 
ainsi, on fera la limite :r=33 , et on déterminera , par l'ana- 
lïse de ce numéro, la probabilité d'amener cette limite ; rafiis , celle 
probabilité ne sera pas encore celle qu'il faut connaître; car , d'après 
les conditions du jeu , on doit amener le nombre 33 , sans avoir 
passé par le noiiibre 3i, Or, la probabilité de cet événement est 
évidemment égale à celle qu'on aura calculée , comme on vient de 
le dire, moins la probabilité d'amener d'abord 3i et ensuite i , 
laquelle probabilité se calculera par l'analise du numéro 5 , en pre- 
nant x=3i et s'-=^\. Ces calculs, déjà très-longs par rapport au 
nombre 33 , le seraient encore bien plus pour les nombres supé- 
rieurs 33 , 34 . 3S , Mais , si l'on veut connaître les proba- 
bilités d'amener ces dîlTéren» nombres , seulement au premier coup, 
on pourra supposer qu'on remet les cartes dans le jeu , h mesure 
qu'elles sont sorties ( n." 8 ) ; les calculs aeroul alors faciles à 
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l'e 



l'o 



considérable , 



mettra se 
ainsi (|u'on l'a vu par l'eseniple du calcul relatif au 3r. 

Adoptons donc cette hjpotlièse approximative, et désignons gé- 
néralement par Jt„ le coefficient de 1^**"^ dans le développemeul 

de 5T , n (!tant un des nombres i , 3 , 3, .... lo. Ce coef- 



ficient esprimera la probabilité d'amener 3o+n , en cootinaanl les 
tirages, jusqii'i ce qu'on ait atteint ou dépassé ce nombre. Soit, 
en mi^me temps ,/>„ la probabilité d'amener ce m^me nombre, sans 
passer par l'un des nombres inférieurs 3i , 82, .... 3Q-|-n — 1 ; lors- 
que la quantité ^„ aura été calculée pour les 10 valeurs de n com- 
prises depuis n=i jusqu'à n=io, il sera aisé d'en conclure les 
10 valeurs correspondantes de p„, qui sont celles qu'il s'agit de 
déterminer. 

En eflet , puisqu'on remet les cartes dans le talon , à mesure 
qu'elles sortent , la probabilité d'amener un as , après avoir amené 

'3i , sera égale i\ — i, ^ par la règle ordinaire des événemens com- 
posés; par conséquent, on aura p^=zk^ ^,. De même , la 

probabilité d'amener un as , après avoir amené Sa , d'une manière 
quelconque, et celle d'amener un deux y après avoir amené 3i , 

seront —T^, cl -T ^1 ; or, en soustrajanl ces deux probabilités 

de celle qui est représentée pari, , on aura la probabilité d'ame- 
ner 33 , sans avoir passé ni par 3i ni par 32 ; nous aurons donc 

p,=k. It, i,. En continuant ce raisonnement . on for— 

' ' * i3 i3 ' 

mera cette suite d'équations 
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Pi-^i— ^j- (*.+*.+*,) î 



• Pi9 — ^lo"^ ~nr(^i"T'^tH'^i+««««»"r^9) y 



au moyen desquelles tout le calcul est réduit à détermiuer les Tab- 
leurs numériques des lo quautitës k^ y k^ y k^ ^ k^^ , dont la 

première est déjà' connue. 

1 1. Pour les obtenir , développons , comme dans le n.^ 9 la 
fonction 57 , suivant les puissances de / ' ® , et continuons le 

développement ^ jusqu'à la puissance /^ ^ inclusivement ; nous au- 
rons 



i-/ 



^_£ i-ci+^X 






+ 



tf3(,— 1)(3— 403f3P , fl4(i— <)(3— 40*<»^ 



en faisant comme plus haut ^ ^ = 



a4 



i3 



• Développons ensuite 



chaque terme , suivant les puissances de / , et prenons la somme 
des coefficiens de /^o+'« , il vient 



t / 
\ 
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' i.a * dû» ' i.a.3 * da^ * 

si 72 est un des nombres î , 2 , 3 , .,.. 9 ; mais , dans le cas de 72 = 10 , 
il faudra ajouter à cette valeur de Z'„ la quantité 8i^* , ëgale 
0,002836 , à un millionième près , laquelle provient du cinquième 
terme de l'expression précédente, qui a Sia^^^ pour premier terme 
de son développement suivant les puissances de /. 

Au moyen de cette formule , on trouvera, en ^'arrêtant aux dé- 
cimales du 5."^ ordre 



^^,=0, 14806 , 
^a = o,i493o , 
^j=o,i5o39 , 
/•^=o,i5i33 , 

^^=0,15278 , 
*y=:o, 15329 , 

A^ç=o,i5386 ^ 



Z', ^=0,15392+0,00284=0,15676 ; 



d'où Ton conclut 
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/» ,=0,18791 , 

7», =0,12751 , 
;»4'=o,ii689 , 
»,=9,io6o5 , 
/>« =0,09500 , 

s 

/>, 5=0,08375 , 

/'t=0,O7233 , 



;?, =0,060 72 , 

/'j 0=0,05178 , 



Somme =0,99999 (*)' 



' Il I 



■ i P " ' » 



{*) Dans l'article de l'Encyclopédie citd au commencemei^t de <ip mémoire | 
^n a aussi déterminé ecs mêmes probabîfiti^s, 'en supposant qu'elles sont 
entre elles comme les -nombres de cartes dliréi*ente8 qui peuvent terminer 
les points auxquels elles répondent. Ainsi, ^ar eiemple^ 3t peut ^tre ter^ 
miné par toutes les cartes du )eu , depuis T^i )M9qu'aai^/« , tandis que 
le point /[o ne peut finir que par uï\ dix ; Qt | comme au commencement 
du jeu, il T a i3 cartes de numéros idideJ^enB , dont -quatre i//x seulemefft\ 
il en résulterait, suivant Tacticle cité, que la probabilité du cji devrait 
être égale à trois fois cl un quart ccUe_d u_ point _4o. î, ce ^ui.ne sldCfiocdie 
pas avec les i*ésultats que nous trouvons \ et il en serait de même des pro- 
babilités des »utres points. Mais il est iacile Afi voir iq^e œ rAÎs<Hiuesii6ii1 
est ines.act. En elTct , ils est bien vrai que le,3i peu^t vf^HÎr d'un Ifirage. qui 
aurait amené d'abord 3o et. ensuite x , o^u ^ien .^9F:.etrÇ|isuU0- b^.Jou bÎMi 

mS et ensuite 3, ou bien enfin ai et ensuite lo. Il est également .-nif ai 

que le point ^o «e ipeul venir que par lia tirage qui amènerait, d'abord 3o 
et ensuite lo; mais , pour que les probabilités de ces événemens composées 
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Comme un des diï év^nemens auxquels se rapporleni ces probabi- 
lités doit nécessairement arriver , la somme de leurs valeurs doit 
être égale à l'unilé, ce qui a etTectivement lieu, h un cent mil- 
lième près. 

Ces valeurs de Pt > Pt i Pi ^ pto » serviront à régler le sort 

ou le pariî des joueurs , après le premier des deux tirages dont 
un coup est composé. Supposons , par exemple , que ce tirage ait 
amené ie poùit 34 > ^' soit a la niîse d'un joueur qui a parié pour 
le secnnd tirage; s'il arrive le point 34 au second tirage, le coup 
est «ni, ce qui vaut a pour te joueur; s'il arrive nn point moin- 
dre que le point 34 , le joueur aura g<igné , et il recevra 2a ; en- 
fin , s'il arrive un point supérieur à 34, il anra perdu et ne rece- 
vra rien. Ce qu'il faudrait lui donner , si l'on renonçait à jouer le se- 
cond coup , calculé d'après la règle de l'espérance mathématique , 
est Jonc égal à ( /»4-f-i^/',-|-3;'^-|-2/5,)fl , ou a (0,943870, ainsi, 
il aura déjà perdu (o,o56i3)fl, ou à peu près cinquante-six mil- 
lièmes de sa mise. Quand le premier tirage a amené 35 , le coup 
est à l'avantage des joueurs qui ont parié pour le second tirage, 
et leur parti est égal à ( 1,16681)17; la mise étant toujours repr^ 
sentce par a. 

Les carrés/)^» ,p^-,p^-, /"i*,*, Seront les probabilités des coups 

nuls 32 et Sa , 33 et 33 , 34 et 34 io et 40 , calculées tou- 
jours dans Miypotlièse où l'on remet les cartes dans le jeu à me- 
sure qu'elles sont sorties; mais il sera plus exact de muhiplier ces 
j+i _ 3[3 

'377 



fussent entre elles comme lears nombres respectifs i3 et 4 > il fauilrait que 
les probabilités d'amener les nombres ai , aa, a3 , ..... 3o , par la première 
partie du tirage fussent dgalea , ce (jni n'a pas lieu , comme on peut s'en 



( IXote ât M. PoisioQ ), 
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c^demment ( n/ 7 ) , en calculant la probabilité du 3i de refait. 
En appelant donc q la probabilité d'un coup nul quelconque , 
nous aurons 

ce qui donne ^ en effectuant le calcul numérique ^ 

^ = 0,088 10, 

... • 

12. Dans une longnesuke de coups /les événemens arrivent, & très- 
peu près, proportionnellement a leurs probabilités respectives. Ainsi , 
le rapport du nombre des coups nuls au nombre total des coups 
s'écartera peu d'élre celui de 881 à 10000; et d'après la probabilité 
d'un refait de 3i , que nous avons trouvée ( n.® 7 ) , le rapp )rt 
du nombre des refaits au nombre des- coups joués , y compris les 
coups nuls, sera , à irùs-peu près , égal à celui de 21907 à 1 000000. 
Maii ces proportions sont des limites dont les résultats du hasard 
devront s'approcher indéfiniment , à mesure que le nombre des 
coups deviendra plus grand ; et Ton peut déterminer , pour chaque 
nombre de coups , la probabilité que ces résultats ne s'écarteront 
pas de leurs limites au-delà d'une quantité donnée. 

£n désignant par n le nombre total des coups , par m celui 
des refaits de 3i , par/? la probabilité d'un refait, par r la pro- 
babilité que la différence p sera comprise entre deux limites 

données et représentées par 






f 



on trouvera 

Tom. Xri. ^7 
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rintégrale commenç'int avec / , e ëtant la base des logarithmes né- 
piTiens , et tD" le iap|)ort de la circonférence au diamètre. Quand 
la variable / auguiiMuera , la probabilité r approchera davantage de 
Tunitë ou de la certitude ; mais , en même temps ; les limites de 

la différence p seront plus étendues. Au contraire , lorsque / 

diminuera , ces limites seront plus étroites ; mais la probabilité r 
qui leur correspond s'ailaiblira et finira pai devenir très petite et 
peu d ffé*eiite de 



yj .p(,i'^p)na 



Quand elle sera égale à -, on pourra indifféremment espérer que 



m 



celte différence p , tombera en dedans ou en dehors de ces 

limites. La variable / restant la mcme, si le nombre n augmente 
i idv^linimenl , la probabilité r variera très-peu, et les limites de la 

différcn.e p drcroîlront de plus en plus ; de manière qu'on 

pourra toujours prendre n assez grand pour que ces limites tom- 
bent au-dessons de toute quantité donnée. Si Ton considérait la 
difl'érence w— /?/> , entre le nombre m des refaits observés, et le 
nombre np des rrl'.tits calculés d'après leur probabilité p , les li- 
mites de celte dlll'érence seraient 

la probabilité r étant la nicma que précv'demment. Ces limites 
(*) Tlidorîe tinaliiique des probubllités , pag. 280. 



AU TRENTE ET QUARANTE. 207 

s'étendront de plus eu plus , à mesure que le nombre n ' auguieu- 
lera , m«ils elles croîtront moins rapidement que ce nombre, et seu- 
lement dans le rapport de sa racine carrée. 

En mettant pour/? la valeur 0,021967, les limites de la diflV? 
rence m — np deviendront 

±(0,2674)//n . 

Si Ton a, par exemple, /2= 1 000000 , et qu'on prenne / = 3, il 
y aura la probabilité r que le nombre m des refaits observés sera 
compris entre 

21967 — 622 et 31967+622. 

Pour calculer la valeur de r, on prendra d'abord l'intégrale que soû 
expression renferme, depuis /=o jusqu'à /=oo ; ce qui donne 



/ e d/= - v/« ; 



puis on retrancliera de cette intégrale sa valeur prise depuis /=:3 
jusqu u / = oc , valeur qui sera donnée par la série 

fr"ii=r'-(^-^±+i^-. i£iz + \ , ■ 

dans laquelle on fera /=:î3. On tnmve , de cette manière, 

^ = 0;9ij98 ; 

de sorte qu'il y a près de 5ooo à parier contre i que, sur im 
million de coups, le nombre dos refaits ne sera pas moindre que 
21345, et n'excédera pas 22589. Si le nombre observé sortait de 
ces limites, il serait très-probable qu'il y a eu erreur involontaire, 
ou que quelqu'un a trompé au jeu. 

On peut se demau'lor q-ulle doit (Hre'la valeur de / pour la- 
q'ielle 0:1 aurait r=:Y : cette valeur sera donnée par l'équation 
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1.3 1.2.5 i.:2 3.7 i«d.3.4*9 4 a(0|2O74}V^ 

Ert négligeant d'abord le second terme de son second membre , on 
trouve que la valeur de / est à tres-peu prts égale à 0,45. Si Ton 
fait ensuite / = 0545+jr , et que l'on détermine jr , en négligeant son 
carré el ses puissances supérieures , on trouve 



/=o,446o-- 



r— > 



a(o,2074:\//i 

d'où il résulte qu'il y a un contre un à parier que snr un grand 
nombre n de coups, le nombre m des refaits sera compris entre 
les deux limites 

(0,021 367>J:[(o,0924)^/H—i-]. 

Ainsi, sur un million de coups, por exemple, il sera indîfTérent 
de parier que le nombre de refaits différera de 2*9^7 , en plus ou 
en moins, d'an nombre plus grand ou d'un nombre plus po\it qne 92. 
Eu gén rai , lorsque deux joueurs jouant Tnn contre l'au'tre , & 
jeu égal, il y a la probabilité r que le nombre des parties que 
l'un des deux , sans désigner lequel , gagnera de plus qne l'autre , 
sur un très-grand nombre de coups, n\»xcè(lera pas le double de 
/\/2p(i— /7)/i 1 en faisant dans ce double p= \ ; ce qui donne /j/^. 
Si donc on prend pour / la valour qui répond à r=-^>'' y *ura 
un contre un h. parier que la ditréreuce entre les nombres.de par- 
ties gagnées par les deux joueurs n'exccdera pas 

(o,63o7)v/n — ï ; 

ce qui fait 63o, par chaque million de parties. Il y aurait donc 
du désavantage à parier, par exemple, que Tun des joueurs gagne- 
rait moins de 600 parties de plus que Taulre , et de Tavantage à 
parier que la différence des parties gagnées n'excéderait pasGSo parties. 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Considéraiions philosophiques sur les éîémens de la 
science de l'étendue. 

Par M. Gercohne, 
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{uncturaijuc pollct. ( IIoH. ) 



XjES diverses thfories dont se compose le domaine de la science 
de retendue peuvent éire rangées en deux classes très-distîncies. 
Il est , en elTet, cerlaines de ces théories f\\\\ dépendent essenliei- 
lemeni des relalions. métriques ^uï se trouvenl exister entre les 
diverses portions d'étendue que l'on compare , et qui const^qiiem- ■ 
mont ne sauraient être établies qu'à l'aide des principes du calcul. 
D'autres, au contraire , sont tout- à-fait indépendantes de ces mê- 
mes relations , et résultent uniquement de la situation que se 
trouvent avoir les uns par rapport aux autres , les êtres géométri- 
ques sur lesquels on raisonne ; et , bien que très-souvent on les dé- 
duise des proportions et du calcul , on peut toujours, en s'y pre- 
nant d'une manière convenable , les en dogagcr complètement. Mais 
il peut quelquefois devenir nécessaire pour cela de passer tour à 
tour de la géométrie plane à celle de l'espace et de celle-ci à la 
première , comme Monge et les géomètres de son école l'ont si 
souvent pratiqué , et avec tant de succès. 

11 est donc raisonnablt-inent permis de se demander , d'après cela, 
Tom. XV'l , n." Vif i,*' janvier i8:iG. 28 
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si notre mniiitTc de diviser la gi'oméirie en gènmèlrie plane ei g^o- 
mftrie âe Fcipacâ est aîissi naturelle et aussi exuctemeiil conforme 
à l'essence des choses que vingt siècles d'Iiahitiide ont pu nous le 
persuader. Toujours du moins demeure-t-il vrai qu'en y renonçant 
OH parviendrait, en ne recuiirant, pour ainsi dire , qu'à la simple 
îiitaïlion, à poussiT assez av:int dans la gi'oinL>[rie des cominen- 
çans que l'élude du calcul , présentée dès l'entrée , ne rebute que 
irop souvent , et qui peut-être s'y livreraient plus tard avec beau- 
coup moins de répugnance , lorsque leur intelligence se serait 
agrandie et fortifiée , par l'étude d'une série plus ou moias pro- 
longée de propriétés de l'étendue. 

Mais ni^ caractère exirt^niLMnent frappant de cette partie de la géo- 
métrie qui ne dépend aucunement des relations métriques entre les 
parties des figures ; c'est qu'à l'exception de quelques théori-mes 
symétriques d'eux-mêmes , tels , par exemple , que le théorème d'Eu- 
1er sur les polyèdres, et son analogue sur les polygones, tous les 
théorèmes y sont doubles ; c'est-à-dire que , dans la géométrie 
plane, à chaque théorème il en répond toujours nécessairement un 
autre qui s'en déduit en y échangeant simplement entre eux les 
deux mots points et droites; tandis que , dans la géométrie de 
l'espace, ce sont les mots points Ql plans qu'il fnnt échanger en- 
Ire eus pour passer d'un tliéorènie k son currélalif 

Parmi tin grand nntabre d'exemples que nous pourrions puiser , 
dans le présent recueil , de celte sorte de ^j/w//// des théorèmes qui 
constiiueiil la géométrie de situation , nous nous bornerons à in- 
diquer, comme les plus remarquables , les deux élégans théorèmes 
de M. Coriolis , démontrés d'abord Ma page 3::6 du XI/ voluoie, 
puis à la page Gg du XII.* , et l'article que nous avons nous— 
m^me publié h. la page iSy du précédent volume, sur les iuîs 
générales qui régissent les polyèdres. C'est , au surplus , une suite 
inévitable des propriétés des pôles , polaires , phiiis polaires et po- 
laires conjuguées des lignes et surfiices du second ordre, qui jouent 
ici un rôle assez analogue à celui que Joue le triangle supplémen- 
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taire , dans la trigonomi^irie splu-rique où ,^cotnme îi a été moiitri' , 
dans tout le cours de rintt'ressant mi'nioirc 'de M. Sorlin ( tom. 
XV, pag- 273 ), les ihéoiL-ines peuvent également ^tre repartis en 
en dfus séries parailt-les , de manière à se correspondre deux à deux , 
avec la plus grande exiictiliide. 

Toutefois , quclijue digne de remarque que puisse «^tre un fait 
géométrique de cette tmp<jrtancc , cl quelque ressource qu'il puisse 
oilrir , dans tin grand nombre de cas , pour faire deviner , en quel- 
que sorte , de nouveaux tliéorèmes , i peine a-t-il été entrera , m^me 
par les géomètres qui , dans ces derniers temps, se sont le plus 
spécialement occupés de la reclierclie des propriétés de l'étendue ; 
tant est peu pliilosopliique encore, même de nus jours, la manière 
d'étudier les sciences. 

Voilà ce qui nous détermine à faire de cette sorte de géométrie 
en parties doubles , s'il est permis de s'exprimer ainsi , le sujet d'un 
écrit spécial dans lequel , après avoir rendu manifeste le fait phi- 
losophique dont il s'agit, dans l'exposé mémo des premières no- 
tions , nous nous en appuyeroiis, soit pour démontrer quelque théo- 
rèmes nouveaux , soii pour donner de quelques théorèmes déjà con- 
nus dos démonstrations nouvelles , qui les rendent à l'avenir tout 
à fait indépeudans des relations métriques desquelles on a été jusqu'ici 
dans l'usage de les déduire. 

Nous pourrions fort bien nous borner à démontrer seulement une 
moitié de nos théorèmes , et à en déduire l'autre moitié , à l'aide 
de la tliéorie des pôles. Mais nous préférons les démontrer direc- 
tement les uns et les autres , tant pour ne pas sortir des premiers 
élémens et rendre ce qu'on va livre accessible à ceux li-m(>me qui 
ne connaissent pas les Élémens tTEuclide , que pour avoir l'occa- 
sion de faire remarquer qu'il existe entre les démonslralious de deux 
théorèmes d'une môme couple la même correspondance qu'entre 
leurs énoncés. Nous aurons même soin , afin de rendre cetie cor- 
respondance plus apparente , de présenter les théorèmes analogues 
dans deux colonnes, en regard l'une de l'autre , comme nous en 
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avons déjA iisi?, dans l'article sur les polyèdres rappelé plus liant ; 
de telle sorte que les dL-monstratioos puissent se servir réciproque- 
ment de conlTÛle. 

Nous croyons superflu d'accompagner ce mémoire de figures « 
souvent plus ernbarrassanles,qu'ulili!s , dans la géomc'trie de l'espace ; 
figures que nous ne pourrions d'atlleurs ofirir que sous un aspect 
unique et Indîyiduel au lecteur qui pourra, au contraire , les cons- 
truire et façonner à son gr^, si toutefois il en juge le secoars mî- 
cessaire. Il ne s'agit ici , en efict , que de déductions logiques , tou- 
jours faciles à suivre , lorsque les notations sont choisies d'une ma- 
nière convenabla. 

s- 1. 

Notions préliminaires. 



t. Deux points, distincts l'un 
de l'autre, donnés dans l'espace , 
de'terminent une droite indéfinie 
qui, lorsque ces deux points sont 
désignés par A et B , peut être 
elle-uiiîme désignée par AB, 

2. Trois points donnés dans 
l'espace , ne se confondant pas 
deux à deux et n'appartenant pas 
à une même ligne droite , déter- 
minent un plan indéfini qui , 
lorsque ces trois points sont res- 
pectivement désignés par A , B , 
C , peut être lui-même désigné 
par ARC. 

3. Un plan peut aussi être dé- 
terminé dans l'espace par une 
droite et par un point qui ne 



1. Deux plans, non parallèlee, 
donnés dans l'espace , déterminent . 
une droite indéfinie qui , lorsque 
ces dcus plans sont désignés par 
A et B , peut être elle-même dé- 
signée par AB. 

2. Trois plans , non parallèles 
deux ^ deux dans l'espace , et ne 
passant pas par une même ligne 
droite, déterminent un point qui , 
lorsque ces trois plans sont res- 
pectivement désignés par A , B , 
C , peut Hre lui-même désigné 
par ABC. 

â. Un point peut aussi être dé- 
terminé dans l'espace par une 
droite et par un plan dans le- 
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»'jf trouve pas contenu , ou en- 
core par deus droites qui con- 
courent en un intime point. 

4- Ce n'est qu'accidenltllement 
que des points , au nombre de 
plus de trois, dans l'espace, dé- 
terminent un plan unique, que 
l'on peut alors désigner par la 
lotalilé des lettres qui di'sîguenl 
ces diffiWns points. Ce n'est aussi 
qu'acciJenieliemeni que deux droi- 
tes , et u plus forte raison un plus 
grand nombre , sont dans un 
mi^tnc plan. 

5. Géuéralcmenl parlant , des 
points en nombre « , détermi- 
nent , dans l'espace ^ des droi- 
tes au nombre de 
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quel elle ne se trouve pas située, 
ou encore par deux droites si- 
tuées dans un mt^me plan. 

4- Ce n'est qu'accidentellement 
que des plans, au nombre de plus 
de trois, dans l'espace , délernii- 
nonl un point unique, que l'on 
peut alors désigner par la tota- 
lité des lettres qui désignent ces 
di Ifércus plans. Ce n'est aussi qu'ac- 
cidenlelleraenl que" deux droites , 
et à plus forte raison un plus 
grand nombre concourent en un 
m^me poinL 

5. Généralement parlant , des 
plans en nombre n, déterminent , 
dans l'espace , des droites au nom- 
bre de 



et des plans au nombre de 



et des points au nombr? de 



Cç n'est qu'accIdciiMleraent qu'ils 
en déterminent un moindre nom- 
bre. 

6. Si l'on peut prouver de 
plus de deux droites que , sans 
passer toutes par un m^me point , 
deux d'entre elles , de quelque 



Ce n'est qu'accidentellement qu'ils 
en déterminent un moindre nom- 
bre, 

6. Si l'on peut prouver de plus 
de deux droites que , sans £-tre 
toutes dans un mfme plan , deux 
d'entre elles , de quelque manière 
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Diaiiière qu'on les choisisse, sont 
toujours dans au m^aie plan , 
on en pourra conclure qu'elles 
sont toutes situées dani un plan 
uuiquei 

n. Quatre droites , comprises 
dans un m^nie plan , délerini- 
nent , en gL-uéral , six points , dis- 
iriLiiés trois à trois sur ces qua- 
tre droites. Ces six points dcter- 
minent trois nouvelles droites qui, 
à leur tour , déterminent trois 
nouveaui points. 

Q. Des points , en nombre quel- 
conque , situés dans un m^ine 
plan , peuvent i^ire considérés 
comme les sommets d'un poly- 
gone , dont les côtés sont déier- 
iniui's par ces uiCmcs points, pris 
consécutivement deux à deux , 
et dans \m ordre quelconque , 
da premier au dernier et de celui- 
ci au premier. 

10. Des droites , en nombre 
quelconque , issues d'un même 
point de l'espace , peuvent lître 
considérées comme les arêtes d'un 
angle polyèdre , dont les faces 
sont déterminées par ces mêmes 
droites , prises conséculivement 
deux & deux , et dans un ordre 
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qu'on Ips choisisse , concourent 
toujours en un mt^me point , on 
en pourra conclure qu'elles cotr- 
courent toutes en un point uni- 
que. 

7. Quatre droites issues d'un 
mi^me point de l'espace , déter- 
minent , en général , six plans , 
passant trois à trois par ces qua- 
tre droites. Ces sis plans déter- 
minent trois nouvelles droites qui 
à leur tour, déterminent trois nou- 
veaux plans. 

9. Des plans, en nombre quel- 
conque , issus d'un mt^me point 
de l'espace , peuvent ^tre consi- 
dérés comme les faces d'un an- 
gle polyMre, dont l*s arêtes sout 
déterminées par ces mêmes platrs , 
pris consécutivement , deux à 
deux , et dans un ordre quel- 
conque , du premier au dernier 
et de celui-ci au premier, 

10. Des droites , en nombre 
quelconque, situées dans un même 
plan , peuvent être considérées 
comme les côtés d'un polygone, 
dont les sommets sont détermi- 
nés par ces mêmes droites, pri- 
ses consécutivement deux à deux, 
et dans an ordre quelconque, dp 
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quelconque , iliî la prouiière à la la première à la dernitrc , el tie 

dernit-re.ct do celle-ci h la prts celle-ci à la premltre. 

miLTc. 

1 1, Un -polygone qui a autant 1 1, Un angle polyèdre qui a 
de cûtL-s (ju'un autre a Je soin- autant d'ar()tes qu'uu autre a de 
mets est dit circonscrit à celui- fiices , est dit inscrit i\ celui-ci , 
ci , lorsque , ces deux polygones lorsque , ces deux angles polyù- 
éraot situ^ dans un même plan, dres ayant minute sommet , les 
les sommets du deiiiIiT sont res- plans des faces du dernier cnn- 
pectivement sitm's sur les direc- tiennent respectivement les arOles 
rions des côtés du premier. du premier. 

12. Un angle polyèdre qui a 12. Un polygone qui a autant 
autant de faces qu'un autre a dcsommetsqu'unautre a décotes, 
d'ari^tes , est dit circonscrit \ ce- est dit inscrit îi celui-ci, lorsque , 
luî-cï, lorsque, ces deux angles ces deux polygones éxanx. situes 
polyèdres ayant même sommet » dans un mf^me pian , les direc- 
les arêtes du dernier sont res- lions des côtés du dernier con- 
pectivemenl dans les plans des tiennent respectivement les som- 
facL-s du premier. mets du premier. 

i3. Un polygone est dit ins^ i3 Un angle polyèdre esr dit 

erit h «n angle polyèdre qui a circonscrit à un polygone qui a 

autant d'arèles que ce polygone autant de côtés que cet angle po- 

a de sommeis , lorsque les som- lyèdre a de faces, lorsque les fa- 
mi-ts du polygone sont respecti- 
vement sur les arêtes de l'angle 
polyèdre. 

14. Des points , en nombre 

quelconque, dans l'espace, peu- conque , dans l'espace, peuvent 

Tent 4}tre considérés comme les être considérés comme les Jaces 

sommets d'un polyèdre. Ceux de d'un polyèdre. Ceux de ces platii 

ces points qui apparlîi-iinent à qui passent par un même poiut 

un même plan délermiuent les détermiucntles jommc/jdupolyè- 



ces de l'angle polyèdre contien- 
nent respectivement les côtés du 
polygone. 

1 4- Des plans, en nombre quel- 
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faces du polyèdre, dont les arê- 
tes sont les côtes dii ces moines 
faces. 

i5. Un polyèdre qui a autant 
de faces qu'an autre a de soin- 
mets , est dit circonscrit à celiil- 



dre , dont les arêtes sont celles 
de ces m<}uies sommets. 

i5. Un polycdre qui a autant 
de sommets qu'un autre a de fa- 
ces , est dit inscrit k celui-ci , lors- 
ci f lorsque les sommets du der- que les plans des faces du der- 
nier sont respectivement dans les nier contiennent respectÏTesten-t 
plans des faces du premier. les sommeis du premier. 

Remarque. Dans ce qui précède, nous avons disposé les propo- 
sitions , en regard les unes des autres , comme elles doivent l'être 
dans la ge'ométrie à trois dimensions , et nous en userons de même 
dans tout ce qrti va suivre. Dans la géométrie plane, leur cor- 
respondance serait un peu diirérente. Alors, par exemple , la pro- 
position 8 de la s^rle de droite devrait correspondre à la propo- 
sition 7 de la série de gauche. 

Les géomètres ayant remarqué que les droites que déterminent 
deux sommets non consécutifs d'un polygone ou d'un polyèdre , 
ainsi que les plans que déterminent deux arCtes non consécutives 
d'un angle polyèdre , jouaient un rôle assez important en géomé- 
trie , ont cru utile de leur donner des dénominations particulières , 
et ils les ont appelés diagonales eiplans diagonaux. Mais les points 
que déterminent deux côtés non consécutifs d'un polygone ; mais 
les droites que déterminent les plans de deux faces non consécu- 
tives , soit d'un polyèdre soit d'un a»glo polyèdre , ne sont pas dlune 
moindre importance , et pourtant on ne leur a assigné aucune dé- 
nomination spéciale. On n'aurait sans dnute pas manqué de le faire , 
si les relations que nous nous etTorçons tci de faiie ressortir avaient 
^té aperçues par les créateurs de la science ; ce qui prouve , pour 
le dire en passant, que ce n'est seulement que lorsqu'une science 
est déjà parvenue en un assez haut degré de maturité qu'on peut 
espérer d'en bien faire la langue. Quoi qu'il en soil , plutôt que 
de créer des dénominations nouvelles, qui pourraient fort bien ne 
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pas [ilaire ('gaiement à tous les lecteurs , nous prt'fiTons nous iii- 
Lerdire ici l'usage dos mois àiogonales et pians àiu^uneux , qui 
inanqueriiîont d*analogues , el les remplacer cuusiauituL'at par la 
pi'riplirase équivalente. 

Souvent tk l'avenir , de ce que doux droites seront situées dans un 
même plaa , il nous Arrivera de coiiclurc qu'elles concourent en 
un m(!me point; mais il faudra alors sous-tntendre que ce puiut 
peut furl Lien être infiniment éloigné. 

s. II. 



Théorèmes sur les triangles , les quadrilalhres , les angles irièdres 
et les angles tétraèdres. 



, i5. THÉORÈME. Si deux 
triangles sont tellement situés 
dans f espace (jue les droites que 
déterminent leurs sommets corres- 
pondons concourent toutes trois 
au même point ; leur côtés cor- 
respondans concourront en trois 
points (jui appartiendront à une 
même ligne droite. 

Démonstration. Soient A , B , 
C'ies trois sommets de l'un des 
triangles, et A', B^, C leurs cor- 
respoadans respectifs dans l'au- 
Ice , de manière que les droites 
AA' , BB' , ce concourent en 
un même point P. 

Les deux droites AA' , BB' , 
concourant en un mi^me point 
r, sont dans un mCme plan , 
Tom, XVI. 



16. THÉORÈME. Si deux an- 
gles trièdres sont tellement situés 
dans Pespace <]ue les droites cjue 
déterminent leurs faces correspon- 
dantes soient toutes trois situées 
dans un même plan ; leurs arê- 
tes correspondantes détermineront 
trois plans qui se couperont 5ui~ 
vont une même ligne droite. 

Démonstration. Soient A , B , 
C les trois faces de l'un des an- 
gles trièdres, et A'jB', C' leurs 
correspondantes respectives dans 
l'autre , de manière que les droi- 
tes- AA' , BB' , ce soient sîlutles 
dans un même plan P. 

Les deux droites AA' , BB' tétant 
situées dans un même plan P , 
concourent en un même point , 
^9 
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qui conliendra coiisi'qiieiniiiL'ut 
les (jualre points A , A', B , B' ; 
donc les droites AB et A'B'' sont 
dans ce plan , et doivent , par 
suite, concourir en un point. Ainsi , 
deiis côt^s correspondans quel- 
conques, dans les dons triangles , 
concourent en un point. 

Soient respectivement a, [3 , y, 
les points de concours dos côtes 
correspondans BC et B'C , CA 
et C'A', AB et A'B' , des deux 
triangles, Varce que ces points 
sont sItLte's sur les directions des 
trois côtes du triangle ABC , 
ils doivent être dans le pian de 
ce triangle ; niais , parce qu'ils 
sont situés sur les directions des 
trois côtés du triangle A'B'C , 
Ils doivent être aussi dans le plan 
de ce dernier irianyle ; donc les 
trois points ot, |3, y se trouvent 
à la fois dans deux plans ; donc 
ils appartiennent à l'intersection 
de ces deux plans , c'est-à-dire , 
à une ligne droite. 

si l'on conçoit que le point 
do conconrs des trois droites que 
déterminent les sommets corres- 
pondans des deux triangles s'ap- 
pcoclte sans cesse du plan de l'un 
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où concourront conséquemtnent 
les quatre plans A , A' , B , B' » 
donc les droites AB et A'B' con- 
courent aussi en ce point , et par 
suite sont dans un même plas. 
Ainsi , deux arêtes correspondan- 
tes quelconques , dans les deux 
angles trièdres , sont situées daus 
un nn-nie plan. 

Soient respectivement a, p, y 
les plans qui contiennent les arêtes 
correspondantes BC et B'C, CA 
et C'A', AB et A'B' des deux 
angles trièdres. Parce que cesplans 
contiennent les trois arêtes de 
l'angle trièdre ABC , Us duiveat 
concourir à son sommet; maïs , 
parce qu'ils contiennent les trois 
arêtes de l'angle trièdre A'B'C , 
ils doivent aussi concourir au som- 
met de ce dernier angle trièdre; 
donc les trois plans a, P, 7 pas-^ 
sont i!l la fois par les deux mê- 
mes points; donc ils contiennent 
tous trois la droite que détermï- 
ncnl ces deux points ; c'est-à-dire , 
qu'ils se coupent tous trois suivant 
la même droite. 

Si l'on conçoit que le plan des 
trois droites que déterminent IcS 
faces correspondantes des deux 
angles trièdres s'approche sati» 
Cesse du sommet de l'un d'eux. 
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d'eux; le plan de l'antre fera 
avec le sien un angle sans cesse 
décroissant, jusrju'à ce qn'enfin 
ces deux plans se confondronl en 
un seul, contenant le point dont 
il s'agit; el comme , dans ce mou- 
vement , les trois points a , (î , 
y u'auronl pas cessé d'appartenir 
à une mt^me ligne droite ; il en 
résulte le ihéorùme suivaul : 

17. THÉORÈME. Si deux 
triangles , situés dans un même 
pian , sont tels (jue les droites 
4]ue déterminent leurs sommets 
correspondons passent toutes trois 
par un même point ; les points 

^uc détermineront leurs côtés cor- 
respondons appartiendront tous 
trois à une même droite, 

18. Donc, THÉORÈME. Si 
deux angles trlèdres de même 
sommet sont tels que les plans 
que déterminent leurs arêtes cor- 
respondantes passent tous trois 
par une même droite ; les droi- 
tes que détermineront leurs fa~ 
ces correspondantes seront toutes 
trois dans un même plan. 

Démonstration. Si , en elTet, on 
coupe les deux angles triùdrcs 
par un aii?me plan , qui ne passe 
pas ^r leur sommet commun , 
les sections seront deux triaiiï-Ics, 
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la distance de ce sommet an som- 
met de l'autre ira sans cesse en 
décroissant, jusqu'à ceqii 'enfin ces 
deux sommets se conlondront en 
un seul point , situé dans le plan 
dont il s'agit; et comme, dans 
ce nionvemenl , les trois plans a , 
P, y n'auront pas cessé de se cou- 
per suivant une iniHne droite, il 
en résulte le tlu'orème suivant : 

17. THÉORÈME. Si deux 
angles Irièdres de même sommet 
sont tels que les droites que dé- 
terminent leurs faces correspon- 
dantes soient toutes trois dans un 
même plan , les plans que déter- 
mineront leurs arêtes correspon~ 
dantes se couperont tous trois sui- 
vant une même droite. 

j8 Donc. THÉORÈME. Si 
deux triangles , situés dans un 
même plan , sont tels que les points 
que déterminent leurs cAlés cor- 
respondant appartiennent tous 
trois à une même droite , les droi- 
tes que détermineront leurs som- 
mets correspondons passeront tou- 
tes trois par un même point. 

Démonstration, Si , en cflet, on 
considère ces deuitrianglescomtae 
les sections , par un inOme plan , 
de deiu angles triôflres , ayant 
un mi}uie soiuuiet liorsde ce plan , 
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dans lo cas de la proposition ( 
dessus (17); d'nà il rusiilte v\ 
deiniiieul *[iie les deux angles 
trit-ilres dtiiveiil jouir de la pro- 
priété annoncée. 



, angles triù-dres se tron- 



\eroril dans le cas de la propo- 
sition ci-dtssiis ( 17 ) ; d'oii U 
reiiiilte L'VÎdeniinent que les deux 
triangles doivent jouir de la pro- 
prit'lc- annonooe. 

Remaraues. La correspondance cnLre ces divers théorèmes est 
ici telle que l'exige la géométrie de l'espace. D^ins la gi-omélrie 
plane, au contraire, le numéro i3 ( série de droite ) répoudraiï 
au numéro 1 7 ( série de gauche ). 

Les thJorèmes compris sous ces deux nnméros , susceptibles de 
revêtir une mLiItitude de formes différentes, et desquels on en 
peut déduire un grand nombre d'autres , sont fondamentaux , dans 
la géométrie de la règle. Ils offrent , en particulier , les m^lhofîea 
les plus siuiplcs qu'on puisse enqtlojer, pour la résolution des deux 
problèmes suivaiis , se correspondant l'un i l'autre, dans la géb- 
m^trie plane : I. Deux points déterminant une droite inconnue , 
tfu'un obstacle empêche de tracer , Irom'cr sur une droite donnée , 
£JV XiE FAISANT USAGE QUE DE LA BEGLE , un troisième point 
de cette droite ? II. Un point inconnu devant être déterminé par 
deux droites , i/u'un obstacle empêche de prolonger , mener , par 
un point donné, EN NE faisant usage que de la REGLE , 
une troisième druite qui passe par ce point ? 

Si l'on suppose ( 17, série de droite et iS, série de gauche ) 
que le sommet commun des deus angles Irièdres devient le centre 
d'une splitTJ d^* rayon quelconque , on obtiendra , sur la splière ^ 
des tliéorèmes analogues aux théorèmes 17 ( sérit de gauche ) 
et 18 ( série de droite ) , dans lesquels les droites se trou- 
veront remplacées par des arcs de grands cercles. On en concjura ta 
possibilité de résoudre , sur la sphère , des problèmes analogues 
aux deux que nous venons d'énoncer, en ne faisant usage que du 
compas règle, c'est-à-dire, du compîts i ouverture fixe, servant 
à décrire des grands cercles , et dans lequul , conséquemuient , la 
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dislance entre les points est riiypnthi^mise d'un triangle iso'ù'le rec- 
tangle, dont les deux eûtes de l'angle droit sont égaux au rayon 
de la sphère. 

Parmi les nombreuses conséquences qui résultent des ih^irèmes 
(17 el 18), nous nous boni'' ru us ù signaler les suivuiiles ; 

19. THÉORÈME. Si deux 19. THÉORÈME. Si deux 

quadrilatères sont inscrit et cir- angles tétraèdres sont inscrit et 
conscrit Fun à tautre , de telle circonscrit Cun à t autre , de telle 



sorte que les droites que dèter- 
minentleurs sommets opposés pas- 
sent toutes quatre par un même 
point ; les points que détermine- 
ront leurs calés opposés appar- 
tiendront tous quatre à une même 
ligne droite. 

Démonstration. Soient A et B 
deux sommets de l'inscrit adja- 
cens k un même côté ; et soient 
A' et B' leurs opposés respecufs. 
Soient désignés respectivement par 
a,^, a,'t |5', les côtés du circonscrit 
qui coiitit;nrient les points A, B, 
A' , B' ; les côli'S consécutifs de 
rinscrit seront Alî , BA' , A'B' , 
B'A ; et les sommets correspon- 
dans du circonscrit seront a^ , 

On supptise que les deus droi- 
tes AA' et BB' , celte que déier- 
inineut les denx sommets aj3 el 
at'(V , el celle que détermim-nt les 
deux sommets ojî' etVjS , passi'nt 
loulcs quatre par un lUL-mi^ point 



sorte que les droites que détCT' 
minent leurs faces opposées soient 
toutes quatre dans un même plan ; 
les plans que détermineront leurs 
arêtes opposées passeront tous quO' 
tre par une même droite. 

Démonstration. Soient A et B - 
deux faces du circonscrit adjacen- 
tes ik une iuf)me art-te ; et stUL-nt 
A' el B' leurs opposées respec- 
tives. Soint désignées respeclÏTe- 
iiient par « , {5 , «', P' les arèles 
derinscrilqiii sont conlcunt^'s dans 
les plans A , B , A' , B' ; les arê- 
tes consécutives du circonscrit se- 
ront AB , BA' , A'B' y B'A ; ot 
les faces correspondantes de l 'iuS' 
crit seront aj3, jla' , a.'^ , j3'a. 

On suppose que les deux droites 
AA'el BU', ci-Ile quedéterminent 
les deux faces a^^ et a.'^' , et cellu 
que déteriuinent les deux faces^' 
et a'(3 , sont toutes quatre dans tm 
même plau P ; Si donc l'un coin- 
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P ; si donc l'on compare le trian- 
gle dont les (rois sommets sont 
A , B ei a,3 à celui dont les trois 
sommets sont A', B' et a'^', on 
Terra que , par riivpothtse , tes 
droites que délermiiientleiirs som- 
mets correspondans passent tou- 
tes trois par ttn ml^me point P ; 
d'où l'on conchira (17) qnc leurs 
côtés correspondans AB et A'B' 
déterminent iin point en ligne 
droite avec les deux points ax' 
et /3{3'. La comparaison du trian- 
gle dont les sommets sont A , B'' 
et a.^' à celui dont los sommets 
sont A', B et a'|5 prouvera sem- 
blal)Iementque le point dt^temiinë 
par les côti's AB' et A'B est aussi 
en ligne droite avec lès deux 
mêmes points ax' et ^y ; ce qiii 
eomplùtelj démonstration duttiéo- 
rème. 

Eu raisonnant comme nous 
Tarons fait (iR), on conclura fa- 
cilement de lî cet aîilre théo- 
rime : 

ao. THÉORÈME. Si deux an- 
gles télrahdres sont inscrits et cir- 
conscrits ftin à tautre , àe ieUe 
sorte que îe^ plans ijne déterminent 
huTS arêtes opposéfs passent tous 
Quatre par une même droitt, les 
droites ijue détermineront leurs 
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pare l'angle tri<l;drc dont les trois 
faces sont A , B et o^ à celui 
dont les trois faces sont A', B' ; 
et a'(3' , on verra que , par l'hy- 
poiliése, les droites que détermi- 
nent leur faces correspondantes 
sont toutes trois dans un même 
plan P, d'oîi l'on conclura (17) 
que leurs aréti'S correspondantes 
AB et A'B' déterminent un plan 
coupant, suivant une même ligne 
droite, les deux plans aa'' et 
^'. Ea comparaison de l'angle 
trièdre dont les faces sont A , 
B' et atp' à celui dont les faces 
sont A',B et a'|S prouvera sem- 
blablement que le plan déterminé 
par les arêtes AB' et A'B coupe, 
suivant une même droite , les 
deux même pldns ouc et f^' ; ce 
qui complète la dt^monstration du 
théorème. 

En raisonnant comme nous 
l'avons fait (i 8), on conclura fa- 
cilement de là cet autre théo- 
rème : 

20. THÉORÈME. Si deux 
quadrilatères sont inscrits et cir- 
conscrits l'un à r autre , de telle 
sorte que les points que détermi- 
nent leurs côtés opposés appar- 
tiennent tous quatre à une même- 
droite ; Us droites que détermi-' 
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faces opposées oppartiendront lou- neront leurs sommets opposés pes- 
tes quatre à un même plan. seront toutes quatre par un mcme 
point. 

Bemarques. Il est plus que superflu d'observer qu'en gt'om(tuic 
plane ce serait le 11.0 20 ( série de droite ) qui correspondrait au 
D." iQ ( série de gauche ). 

li est facile do voir que les tlic'orèmes compris sous ces deux 
numéros ont leurs analogues sur la sphère, lesquels se déduiront 
des numéros 19 ( série de droite ) et no ( série de gauche ) , en 
supposant que le sommet commun des deux angles tétraùdres de- 
vient le centre d'une sphère. 

Ce sera ici le lieu très-naturel des deux théorèmes de M. Co- 
riiïi» déjà cités , démontrés , comme ils l'ont été , tom. XII , pag. 
70. Ils auront leurs correspondans dans l'espace , desquels on en 
déduira d'analogues sur la sphère. 



§. ni. 

Théorèmes sur les polyèdres. 

THÉORÈME. Si deux ai. THÉORÈME. Si deux 

tétraèdres soni tellement disposés tétraèdres sont tellement disposés 

dans tespace tjuc les droites i/ue dans Vespace que les droites que 

déterminent leurs sommets corres- déterminent leurs faces correspon- 

ponSans passent toutes quatre par dantes soient toutes quatre dans 

un même point ; les droites que un même plan ; les droites que 

détermineront leurs faces corres- détermineront leurs sommets cor- 

pondantes seront toutes quatre respondans passeront toutes qua- 

dans un même plan, tre par un même point, 

Démonstration.On voitd'abord Démonstration On voitd'abord 
(16) que les trois arêtes d'une ( iG) que les trois ariîlcs d'un 
m^me face de l'un des tétraè- même sommet de l'un des tétraè- 
dres concourront avec leurs cor- drcs, avec leurs correspondantes 
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^spbtidnntos dans l'atitre e» trois 
ioîiils qtù npparticRdroiit h une 
! liyiie droife , dt^trrmitK^e 
bsr les plans dp ers àvux fuces; 
ponc les nrt'-Ies de l'un el leurs 
«orrospondatitcs dans l'aiiire cou- 
^ccniiTunl en six puints , distribni-s 
^li-ois i\ trois snr les quatre droi- 
tes délt'rminées par les plans des 
facos correspondantes ; d'oii it est 
facile de conclure que ces qua- 
tre droites appartiendront à un 
mfinc plan, 

22. THÉORÈME. Dans tout 
octaèdre hexagone teltjue les droi- 
tes tjUf; déterminent les sommets 
opposés passent toutes trois par 
un même point ; les droites que 
âèiermiiitni les Jaces opposées ap- 
partiennent toutes quatre à un 
mime plan. 

Démonstration. On voit d'abord 
(16) que les arêtes d'une face 
quelconque de l'octaèdre et leurs 
opposées , dans la face opposée 
à celle-li , concourront en trois 
points,, situf^s dans une intime 
ligne droite , déterminée par les 
plans de ces deux: faces ; donc 
les douze arêtes de l'octaèdre con- 
courront deux àdettx en six points, 
distribués trois à trois sur les qua- 
tre droites déterminées par les 
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dans l'autre délerminoront trois 
plans se coupant suivant une même 
droite , déterniîne'e par les denx 
sommets dont il s'agit ; donc les 
arêtes de l'un et leurs correspon- 
dantes dans l'autie di-lormiiieront 
sÎY plans , passant trois à trois 
par les quatre droites déterminées 
par les sommets correspondons ; 
d'où tt est facile de conclure que 
ces quatre droites concourront en 
un même point. 

22. THÉORÈME. Dans tovt 
hexaèdre octogone tel que les droi- 
tes qUe déterminent les faces op- 
posées sont toutes trois dans un 
même plan ; les droites que dé- 
terminent les sommets opposés 
passent toutes quatre par un même 
point. 

Démonstration. On voit d'abord 
(16) que les arêtes d'un sommet 
quelconque de l'hexaidro el leurs 
opposées , du sommet opposé à 
celni-lù , détermineront trois plans 
se coupant stiivanl une même 
ligne droite, déterminée par les 
deux sommets dont il s'agit; donc 
les douze arêtes de l'hexaèdre dé- 
termi[ierontdeux À deux six plans, 
se coupant trois à trois suivant 
les quatre droites déterminées par 
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ptatis des faces opposées ; d'où il 
est aisé de coucliire que ces qua- 
tre droites appartiendront k un 
même plan, 

23. Réciproquement, THEO- 
RE ME. Dans tout octaèdre hexa- 
gone tel que les droites que dé- 
terminent les faces opposées sont 
toutes quatre dans un même 
plan ; les droites que déterminent 
les sommets opposés passent tou- 
tes trois par un même point. 

Démonstration. Ces quatre droi- 
tes étaut dans Un même pian , 
chacune d'-eiles contient trois de 
leurs six points d'intersection , 
lesquels sont , en même temps , 
les points de concours des arêtes 
opposées ; donc les trois arêtes 
d'une même face et leurs trois 
opposées dans la face exposée' 
concourent en trois points appar- 
tenant à une même droite ; d'où 
l'on doit conclure ( i-^ , série de 
droite ) que les droites que dé- 
terminent les sommets opposés 
de l'octaèdre passent toutes (rois 
par un même point. 

Remarques, Les six points de 

concours des arêtes opposi?es de 

l'octaèdre , distribués trois ii trois 

sur quatre droites situées dans 

Tom. XFI. 



U A T I O N. 325 

les sommets opposés ; d'où il ost 
aisé de conclure que ces quatre 
droites passeront par un même 
point. 

a3. Réciproquement, THÉO- 
RÈME. Dans tout hexaèdre oc- 
togone tel que les droites que dé- 
terminent les sommets opposés 
passent toutes quatre par un 
même point ; les droites que dé- 
terminent les faces opposées sont 
toutes trois dans un même plan. > l 

Démonstration. Cesqautredroi-> 
tes passant par un même point , 
chacune d'elle est la commune 
section de trois dés six plans qu'el- 
les déterminent deux à deux, les- 
quels sont , en même temps , les 
plans déterminés par les arêtes 
opposées ; donc les trois arêtes 
d'un même sommet et leurs trois 
opposées du sommet opposé dé- 
terminent trois plans se coupant 
suivant une même droite ; d'où 
l'on doit conclure ( !•], série de 
gauche ) que les droites que dé- 
terminent les faces opposées de' 
riicxaèdre sont toutes trois dans 
ïin même plan. 

Remarques. Les six plans dé-^ 
terminés par les arêtes opposées 
de l'hexaèdre , se coupant trois 
à trois suivaut quatre droites pas- 
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un mùine plan, di'terminent (7) 
trois nouvelles droites, lesquclltîs 
ne sont autre cliose que les iti- 
iLTseclions du plan de ces quatre 
droites avec les trois plans qui 
contiennent deux à deux les droi- 
tes que déterminent les sommets 
opposes de l'octaèdre. Ces nou- 
velles droites déterminent trois 
nouveaux points qui sont ceux 
où ce môme plan est percé par 
les droites que détermiuciit les 
somtuets opposés. 



On voit aussi que les octaè- 
dres hexagones du genre de ceus 
que nous considérons ici peuvent , 
de trois manières diflérentcs , être 
envisagés comme la somme ou 
la différence de deux pyramides 
quadrangulaires, de même base, 
suivant que les deux sommets 
sont de dijfèrens côtés ou du 
même côté de la base commune. 

Une partie de ce qui précède 
peut encore Otre énoncé de la 
manière suivante ; 

34. THÉORÈME. Si ton 
construit dans V espace trois qua- 
drilatères, ayant deux à deux, 
deux sommets opposés communs , 
et conséquemment six sommets en 



sanl par un môme point, déter- 
minent (7) trois nouvelles droi- 
tes lesquelles ne sont autre cliose 
que celles qiiï joignent le point 
de concours de ces quatre droi- 
tes aux (rois points que délernù- 
nent deux à deux les droites in- 
tersections des plans des faces 
opposées de l'hexaèdre. Ces nou- 
velles droites déterminent deux 
à deux trois nouveaux plans qui 
sont ceux qui contiennent le point 
de concours des quatre premières 
droites et les droites que détermi- 
nent les faces opposées. 

On voit que les hexaèdres oc- 
togones du genre de ceux que 
nous considérons ici peuvent , 
de trois manières différentes , être 
envisagés comme la différence ou 
la somme de deux pyramides 
quadrangulaires de môme som- 
met , suivant que les deux bases 
sont du même côté ou de diffé~ 
rens côtés du sommet commun. 

Une partie de ce qui précède 
peut encore ôtre énoncé de la ma- 
nière suivante : 

34. THÉORÈME. Si ton 
construit dans Tespace trois an- 
gles tétraèdres , ayant , deux à 
deux , deux faces opposées com- 
munes , et conséquemment six fa- 
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tout , de manière que les droi- 
tes déterminées par leurs som- 
mets opposés , lesquelles ne se- 
ront ici qu'au nombre de trots 
seulement , passent toutes par un 
même point ; les points que dé- 
termineront leurs côtés opposés 
seront six points distribués trois 
à trois sur quatre droites com- 
prists dans un même plan. En 
outre , ces six points détermine- 
ront trois nouvelles droites qui 
seront celles suivant lesquelles 
leur plan sera coupé par les 
plans des trois quadrilatères ; 
et ces nouvelles droites détermi- 
neront , à leur tour , trois nou- 
veaux points , qui seront ceux où 
le même plan sira percé, par les 
droites que déterminent les som- 
mets opposés communs aux trois 
quadrilatères pris deux à deux. 



Rien n'empi^clie de supposer 
que les trois quaJiilalères sont 
dans nn mt^nie plan (*) ; cl, si 
alors on raisonne comme on l'a 
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C£S en tout , de manière que les 
droites déterminées par les plans 
de leurs faces opposées , lesquel- 
les ne seront ici qu'au nombre 
de trois seulement, soient toutes 
trois dans un même plan ; les 
plans que détermineront leurs arê- 
tes opposées seront six plans se 
coupant trois à trois suivant qua- 
tre droites passant par un même 
point. En outre , ces six plans 
détermineront trois nouvelles droi- 
tes contenant ïe point commun 
aux quatre premières et les 
sommets des trois angles télraèm 
dres ; et ces nouvelles droites dé- 
termineront , à leur tour , trois 
nouveaux plans , dont chacun con- 
tiendra le point commun aux six 
premiers , et une des droites dé- 
terminées par les plans des fa- 
ces opposées communes aux trois 
angles tétraèdres pris deux à 
deux. 

Rien n'empêche de supposer 
que les trois angles Itîtraédres 
ont m^me sommet; et, si alors 
un raisonne comme on l'a fait 



(*) Oa obtient ainsi le théorème dont la démonstratioa a été demandés 
il la page Sgô du XV.* volume du présent recueil. 
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(t8), on obiicnilra ce nouveau 
tlu'orème ; 

a5. THÉORÈME. Si Ton cons- 
truit trois angles tétraèdres de 
même sommet , ayant , deux à 
deux , deux arôtes opposées com- 
munes , et consétjuemment six 
arêtes en tout , de manière <jue 
les plans déterminés par leurs 
arêtes opposées , lesquels ne se^ 
ront ici qu'au nombre de trois 
seulement passent par une même 
droite ; les droites que détermi- 
neront leurs faces opposées se- 
ront six droites distribuées trois 
à trois sur quatre plans passant 
par le sommet commun des trois 
angles tétraèdres. En outre , cts 
six droites détermineront trois 
nouveaux plans , passant aussi 
par ce sommet commun ; et ces 
trois derniers plans détermine- 
ront trois nouvelles droites dont 
chacune sera dans le plan des 
arêtes opposées de l'un des an- 
gles tétraèdres. 

Kn particulier , ce tht^orcme 
contient le snivant ; 

-G. THÉORÈME. Dans tout 
angle hexaèdre , tel que les plans 
que déterminent les arêtes op~ 
posées passent tous trois par la 
même droite ; les droites que dc- 
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(i8) , on obtiendra ce nouveau 

lliL'orL'me : 

:s5. THÉORÈME. Si Ton cons- 
truit , sur un même plan trois qua- 
drilatères , ayant , deux à deux -, 

deux côtés opposés communs, et 
conséquemment six côtés en tout , 
de manière que les points déter- 
minés par leurs côtés opposés , 
lesquels ne seront ici qu'au nom- 
bre de trois seulement , appar- 
tiennent à une même droite ; les 
droites que détermineront leurs 
sommets opposés, seront six droi- 
tes se coupant trois à trois en 
quatre points du plan de ces qua- 
drilatères. En outre, ces six droi- 
tes détermineront trois nouveaux 
points de ce plan ; et ces trois 
points détermineront trois nou- 
velles droites dont chacune con- 
tiendra le point déterminé par 
deux côtés opposés de tun des 
quadrilatères.^ 



En particulier , ce tliéorL-me 
contient le suivant : 

26. THÉORÈME. Dans tout 
hexagone tel que les points que 
déterminent les côtés opposés , 
appartiennent tous trois à une 
même droite ; les droites que dé- 
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ierminmi les faces opposées ap- terminent les sommets opposés . 

par tiennent toutes irais à un même passent toutes trois par le même 

plan. point. 

Ptiis, en raisonnant comme nous Puis, en raisonnant comme nous 

l'avons fait (18) ; l'avons fait (18) ; 

37. THÉORÈME. Dans tout 27. THÉORÈME. Dans tout 

hexagone tel que les droites que angle hexaèdre tel que les droi— 

déterminent les sommets oppo- tes que déterminent les faces op— 

ses passent toutes trois par le posées appartiennent toutes trois 

même point ; les points que dé~ à un même plan ; les plans que 

terminent les côtés _ opposés ap~ déterminent les arêtes opposées 

partiennent tous trois à une même passent tous trois par une même 

droite. droite. 

En Geomt^lrie plane , ce serait le n." 26 ( série de droite ) qui 

correspondrait au n." 27 ( série de gauche ). 

:i8. THÉORÈME. Dans tout a8. THÉORÈME. Dans tout 
hexagone gauche tel que ses cé-~ hexagone gauche , tel que ses cô- 
tés opposés sont deux à deux tés opposés concourent deux à 
dans trois plans", les droites que deux en trois points ; les droi~ 
déterminent les sommets opposés tes que déterminent les plans des 
postent toutes trois par un même angles opposés sont toutes trois 
point , intersection de ces trois 
plans (•). 

Démonstration. Si en efiet on 
joint chaque sommet aux deux 
qui ne lui sont pas opposés 



dans un même plan , déterminé 
par ces trois points (*). ' 

Démonstration. Si en effet on 
considère les intersections du plan 
de chaque angle avec les plans 
des droites, on aura ainsi douze des deux angles qui ne lui sont 
droites que l'on pourra considé- pas oppost's , on aura ainsi douze 



(•) On reconnait ici les dcu: 
lieureux parti. ( Tum, X.V , pa 



tliéui-Èraes dont M. DaudcXJa a tird ua si 
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rer coinine les douze arOles d'un droites qiie l'on pourra coDSÎde- 
ocUièdre hexagone du genre de rer comme les douze arêtes d'un 
cciix dont il a été question ( 21 
et suivant ). Or les droites dé- 
terminées par les sommets oppo- 



sés de riiesagone gauche ne se- 
ront autre que les droites déier- 



hexaL;dre octogone du genre de 
cens dont il a été question ( 21 
el suivant ), Or les droites dé- 
terminées par les plans des an- 
gles opposés de Tliesagotie gau- 



tniaées par les sommets opposés che ne seront autres que les droi- 
de l'octaèdre ; d'où il résulte que tes déterminées par les faces op- 
ces trois droites passeront par un posées de l'hexaèdre , d'où il suit 
même point. . ^ic ces trois droites appartien- 

dront à un même plan, 

Remarques, On pourrait traitar ici de l'icosaèdre dodécagone et 
du dodécaèdre icosagone dans lesquels les droites que déterminent 
les sommets opposés passent par le mt-me point , ou dans lesquels 
les droites déterminées par les plans des faces opposées appartien- 
nent à un même plan. On pourrait traiter ensuite de l'inscription 
et de la circonscription du tétraèdre à lui-même , de celle de l'oc- 
taèdre hexagone 5 l'hexaèdre hexagone, et de celle de l'icosaèdre 
dodécagone au dodécaèdre icosagone. On pourrait enfin placer ici 
l'article sur les lois géne'rales qui régissent les polyèdres , rappelé 
au commencement du présent mémoire, ainsi qu'une grande partie 
de^l'article de la page 32 1 du tome IX.* 

Quelques personnes trouveront peut-être que ce qui précède 
manque de développement ; mais nous les prierons de remarquer 
que nous n'écrivons pas pour les commençans, et qu'il nous a 
dû sembler préférable de multiplier les points de comparaison que 
d'entrer sur quelques-uns d'entre eus dans de minutieux détails 
que tout lecteur tant soït peu versé dans la géome'trie pourra fa- 
cilement suppléer. Nous croyons en avoir dit suffisamment pour 
mettre hors de toute contestation ces deux points de philosophie 
mathématique , savoir i." qu'il est une partie assez notable de la 
géométrie dans laquelle les théorèmes se correspondent exactement 



deux h deux y aïusï 
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raison iieme ris qu'il faut faire pour 
les établir, et cela en vertu delà nature m^ine de l'étendue ; 2." 
que cette partie de la géométrie, qui prendrait une trc-s-gra ride 
étendue , si l'on voulait y comprendre les lignes el les surfaces cour- 
bes (") , peut être complu te ment développée indépendamment du 
calcul et de la connaissance d'aucune des propriétés métriques des 
grandeurs que l'on considère. 

11 nous a paru qu'un point de doctrine d'une importance aussi 
majeure , dont nous avons été frappés pour la première fois il y 
a plus de dix ans, et que l'esprit de détail avait dérobé jusqu'ici 
à la vue des géomètres , ne devait pas demeurer plus long-temps 
sans ^tre mis en pleine évidence. Nous craignons bien toutefois que 
ce que nous venons d'écrire passe sans être aperçu ou que du moins 
d'après un examen superficiel , beaucoup n'y voient qu'un de ces 
rapprochemens forcés qui n'ont de consistance que dans l'esprit de 
ceux qui les imaginent. 



(*) Voici de ijuelle manière 00 pourrait débuter dans la partie de celle 
géométrie relative aux lignes et «urfaces courbes. 

Définition, Soient dans l'espace , un Définition. Soient, dans l'etpace, un 
plan fixe et trois droites , non situées point Ese et irois droites &\e» , non 
deux à deux dans un mâme plan ; et concourant deux à deux en un même 
concevons une droite mobile posant point; et concerons une droite mo- 
ennstamment sur les trois droites tisLes. bile posaut constamment sur les trois 
Celle droite mobile et le plan fixe dé- droites fiscs. Cette droite mobile et 
termineront une série de points; et la le point fixe détermineront une sé- 
«ourbe plane qui les comprendra tous rie de plans , et la surface conique 
•era ce qu'on appelle une ligne du te- b laquelle ils seront tous tangcns sera 
cond ordre. ce qu'on appelle une sur/ace conique 

du second ordre. 

THEOREME. Toute surface conique THEOliEME. Toute section plant 
^ui passe par une ligne du second ordre Jaite à une surface conique du second 
est une surface conique du second ordre, ordre est une ligne du st 

Démonstralion, Etc., etc. Démonstration. Etc., 



ynd ordre. 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorèmes de géométrie. 



Deuxquadrilatèresquelconqùes Deux angles tétraèdres qiiel- 

étaiit donnés , il existe un angle conques étant donnés , il existe 

tétraèdre auquel ces deux qua- un quadrilatère auquel ces deux 

drilatères sont l'un et l'autre ins- angles tétraèdres sont l'un et l'au- 

criptibles. tre circonscriptiLIes. 

Problèmes de géométrie. 



On a construit sur les deux 
faces d'uD angle dièdre deux trian- 
gles tels que les points que dé- 
terminent leurs côtés correspon- 
dans sont tous trois sur l'art'te de 
l'angle dièdre, et conséquemment 
en ligne droite, d'oti IL résulte que, 
quelle que soit l'ouverture de l'an- 
gle dièdre , toujours les droites 
que détermineront les sommets 
correspondans des deux triangles 
passeront par un même point. On 
suppose que l'on fait varier cette 
ouverture , et on demande quelle 
ligne ce point décrira dans l'espace ? 



Deux angles trièdres sont tels 
que les plans que déterminent 
leurs arêtes correspondantes pas- 
sent tous trois par la droite que 
détermineut leurs sommets, et se 
coupent conséquemment suivant 
une même droite; d'où il résulte 
que , quelle que soit ta distance de 
leurs sommets, toujours les droites 
que détermineront les faces cor- 
respondantes des deux angles trié-, 
dres seront dans un m^me plan. 
On suppose que l'on fait varier 
cette distance , et l'on demande à 
quelle surface ce plan sera cons- 
tamment tangent ? 



n 



THÉOniE DES PARALLÈLES. 



GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Lettre au Rédacteur dos Annales , Sur la théorie des 
parallèles , 

Par M. Servois , conservateur du Muséum d'Artillerie. 



XJes insomnies, mon bien excillenl ami, compagnes et snile de 
fluxions combinées, croisées , enchevêtrées , etc., m'ont procuré des 
rêves ; or les rêves d'un géomètre roulent sur lii géométrie , et cens 
d'un vieillard remontent vers l'A, B, C; ainsi attendez-vous à 
V lire des rêves sur les parallèles. 

Premier rêve. M. Legendre ( XII • édition de sa Géométrie ) 
ensetgae à construire un triangle tel que la somme de ses trois 
angles soît égale à celle des trois angles d'un triangle donné ABC 
( fig I ) et dans lequel , en outre , la somme de deux des angles 
soit plus petite qu'un angle donné. 

Soit en etfet B le plus grand des trois angles du triangle donné; 
soit M le milieu de lun quelconque BC des deux côtés adjacens , 
et soit menée la droite AM Soit menée la droite A,C, , double de 
AM , et ayant son milieu en .N. Par ce point N , soit menée une 
droite NB, égale à MB^MC, et faisant avec A,C, deux angles 
B,NA, et B,NC, , respectivement égaux aux deux angles AMC et 
AMB. Alors, en tirant B,A, et B,C, on obtiendra deux triangles 
B,NA, et B,NC,, respectivement égaux aux deux triangles CMA 
et BMA ; d'où il suit évidemment que la somme des trois angles 
Tom. XVI, n." Vil, i." février 1826. 3i 
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du triangle totfil A,T^,Ci sera la tiit'iiie que celle des trois angles du 
tmitgk- AKC. De plus, dans k- iriaiiglo A,B,C, , k cûtL'B,A,=AG 
sera plus grand que le côtti lt,C,^BA ; d'où il suit que l'angle A, 
sera plus petit que l'angle C, ; or , comme on a d'ailleurs, par 
suite de la construction , A,-4*C,^A , il s'ensuit qu'on aura A, < -i-A. 
Enfin, puisque B, est plus grand que B, cet angle B, sera le plus 
grand des trois angles du nouveau triangle. 

Par une semblable construction , on transformera le triangle 
A,Iî,C, en un autre A,B,C, , dont la somme des angles sera eu» 
core la miîme , et dans lequel on aura A,<tA, , et, par suite , 
A, < -^ A. En poursuivant donc ainsi , on pourra parvenir à un trian- 
gle A„B„C„ où l'on aura A„< — A , et par suite A„<J, en dé- 
signant par S un angle aussi peut qu'on voudra. Faisant alors une 
transformation de plus , on parviendia à un dernier triangle aie , 
.dans lequel on aura a-\-i:=z\„, et par suite a + c<,è, 

M. Legendre a fort bien démontré, avec son ruban, ( voyez les 
éditions antérieures de sa Géométrie ), que la somme A+B+C 
des trois angles d'un triangle ne pouvait excéder deux angles droits; 
mais, comme il n'est pas encore démontré que cette somme ne 
peut ^tre miiiridre,on est obligé de supposer, en désignant par D 
l'angle droit, A-(-B-|-C=;ai> — -S, l'angle S étant inconnu. Or je 
vais démontrer nue , pourvu qu'où admette quf la somme des trois 
angles "de tout triangle est plus grande qu'un droit , ou que 
A+B+C=D4-9 , cet angle S doit être nul. 

En effet , transformons ABC ( fig. i )cn ah ( fig. 2 ) , de 
manière -j'ou ait a-\-c^O; alors on aura ^>D. Construisons, 
sur ab triangle alk , équilatéral avec abc ; Tanj^Ie kbc , supplément 
à quatre droites du double de J, sera <27). Tirons ck et nous au- 
rons un nouwaa triangle ack dont la somme S des angles sera 
^gale , moins quatre droites , à la somme des angles réunis des trois 
triangles abc , abk , bck ; c'est-à-dîre qu'on aura , eu représentant 
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par zT) — 3' la somme des angles du triangle clk , S^z^zD — 5) 
.. -^-(3/) — 3') — 4^ . ou bien S=2D — 35—^3' ; ou enfin , plus simple- 
ment S<CzD — 25. 

Transformons pareillement ack en tf.c,^, ; ici on aura S,=:2 
(2D—2S-è')-\-(3D~S")—^D ; oii simplement S.<2D~4S. En 
continuant ainsi , ou aura, après n traiisfornialions , .V„<2/J — •2''3. ■ 
Or , (]uelc[ue petit que soit l'angle â , //V n'est pas nul , 2"5 pourra 
(égaler ou surpasser D ; d'où il résultera , contrairement à l'iiypo- 
thèse S <D, 

Ainsi le tlie'orème p^tliagoricîen , concernant la somme des an- 
gles du triangle, serait complètement démontl'é , sî l'on parvensît 
à démontrer celui-ci : « il n'y a pas de triangle dans lequel la 
n somme des angles soit égale ou inférieure à un angle droit». 

Un de vos docteurs ( si ma mémoire ne faut ) a proposé ja- 
dis , pour faciliter la cure des maladies, de les transformer: de 
faire en sorte, par exemple, qu'une alTection chronique irrégulière 
devienne régulièrement îniermittente* Je désirerais fort que la nou- 
velle forme que prend ici la maladie /âs paraUcîes se préuU à un 
traitement qui put être couronné d'un heureux succès. Quoi qu'il en 
puisse advenir , en elle même et comme fait , la transformation 
dont il s'agit nie paraît curieuse. 



Autre rive. Soîtle triangle ABC ( fig. 3 ), rectangle en B, Ele- 
vons CE , perpendiculaire à BC eu G. Par un poiut quelconque 
b , entre B et C , élevons une autre perpendiculaire èe , sur la 
même droite BC , cette droite étant parallèle au côté BA cou- 
pera nécessairement le côté AC en quelque point a. Dans le qua- 
drilatère convexe aiBA , qui a deux augles droits en B et ^ , on 
aura la somme BA^-^-Ai?^ des deux autres angles inférieurs ou tout 
au plus égale à 2i> ; car de ce que la somme des angles d'un 
triangle ne saurait être >2Z>, il suit que celle d'un quadrilatère 
couTÇxe ne saurait être >4'^. D'un autre côté, 2D~hab-\-bac ; 
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donc la somme BAa-\-\aii doit élre iiifiTieiire ou tout au plus 

égale à Aali-\-l'aC, ou, en réduisaut BAa _iaC. 

Si, entre i et C , on élève une autre perpendiculaire ^V , cou- 
pant AC en û' on aura de même baa' ^'a'C. Ainsi, en imaginant 

tjn'une droite , constamment perpendicnlairc à BC , parte de la po- 
sition B^ » pour parvenir i une dernière position CE; cette droite 
ne cessera de couper AC , en faisant avec elle des angles èaC 
h'a'C <iiiî croîtront continuellement , à moins qu'ils ne s'avi- 
sent de rester égaux |^ndant quelque temps. 

Adtnettons pour un moment celle hypothèse, et soit hûC = b'a'C. 
Par le milieu o de aa' , j'abaisse sur iV la perpendiculaire oi qui 
prolongée ira couper le en /, A cause de l'égalité des triangles oa'k 
et oal , ol sera aussi perpendiculaire sur he Ainsi , dans cette hy- 
pothèse , on aurait un quadrilatère èZ/ih' dont les quatre angles se- 
raient tous droits, résultat qui donnerait, sur-le-champ , comme on 
sait , la démonstration du théorème pyihagoricîen. Il faut donc , 
si l'on veut prolonger la discussion . supposer que les angles 6aC , 
è'a'C , .«.. ou , ce qui est la même chose , leurs opposés au som- 
met hae , ka'f' croissent sans interruption vers une limite qui 

est l'angle ACE. On ne dira pas qu'au lieu de ACE il faut pren- 
dre pour limite un angle moindre ACE — 9; car par C soit me- 
née C,p , faisant avec CE un angle 9 , notre droite mobile , dans 
sa dernière position , serait à !a fois sur CE et sur C^E ; c'est-à- 
dire qu'il y aurait deux chemins distincts et les plus courts entre C 
et £ } ce qui est absurde. Ceci est un lemme pour ce qui suit. 

Soit un triangle acutangle , non équilatéral ABC ( fig. 4 '■ Sur 
AB , je construis ABK , équilatéral avec ABC , et je tire CK , 
coupant AB en P. Soient S , S' , S" les sommes d'angles des 
triangles ABC , ACK , BCK , respectivement. On aura ^S^S'\-S". 
Or les sommes S' , S" sont inégales ou égales. Dans le premier 
cas, soit S'<i,S", on aura donc aussi 5'<5. Gomme CK esl per- 
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pendlculaire sur AB en P ; à parlir de CK , je fais mouvoir per- 
pendiculairement à AB , en allant vers A , une droite qui , d'a- 
près le pr^ci^dent lemme , fera constamment avec AC et AK des 
angles de plus en plus grands. Soit EF une de ses positions, cou- 



pant AB en O. Si AEF— ACK= 



5— S' 



on aura 5 pour la somme 



des angles du triangle AEF ; car , soit Z cette sooime , on a 
Z=A-t-3AEF et S'=A4-2ACK , d'où 2(AEF— ACK)=Z— 5' , 

ë<|uation qui donilé.Z:=5, quand on fait ADF — ÂCK= • 

Or les sommes d'angles des triangles AEF, entre C et A , peu- 
vent devenir assez grandes pour admettre l'hypothèse d'un triangle 
intermédiaire ayant la somme de ses angles t'gale à S. En efiet, 
comme on l'a prouve, la limite des accroissemens de sommes d'an- 



gles pour AEF est D — ^A < 



aD— A 



/) désignant toujours l'an- 



gle droit ; donc , la limite des accroissemens de AEF — ACK sera 

aD— A S'—K ^D—S' ■ , ■ 

■ — • ou ; quantité toujours plus grande que 

, puisque 5 est supposé <2Z). 

Cela ^tant ; je prend sur AB une longueur OH=OA , je joins 
HF ; et le triangle AHF aura ^^ pour sommes d'angles ; attendu 
qu'il a même somme d'angles que le triangle AEF. Je joins KH. 
Alors , désignant par zD — i , 2D — 3' les sommes d'angles respectives 
des triangles BKH et FUK, j'aurai visiblement 

5+(2i)— 8)+(2Z>— i')— ai)— 3/)=5 ; 

d'où résulte i-f-J'^o ', ou bien â = iS' = o , parce que 3 et è' 
sont essentiellement de mdmes signes. Donc j'aurai dent triangles 
BKH|, KHF , qui ont l'un et l'autre une somme d'angles ^gale â 
zD. Or , on sait qu'il suffit d'avoir un seul triangle de cette espèce 
pour démontrer complètement le théorème pythagoricien. 
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Dans le deuxième cas j c'est-i-dire , st S'^S"=S ^ il pst visi- 
ble «qu'alors les triangles rectangles BPC et APC auraient m^me 
somme d'anyles T. Je prends P]S = P1Î , pour avo> le trianyle CPN 
i^gal à CPR. Ainsi , désignant par zB — S la somme des angles du 
triangle ACN , j'aurai T-\-(-D—^)~2D=T , d'où è=o; et par- 
tant , voilà encore un triangle ACN qui a ai) pour la somme de 
ses angles. Considtîrez tout ceci, au surplus, »Wuï œgri somnia. 

Paris, le i5 novembre iSaS, 



OPTIQUE. 

Recherches d'anaîise sur les caustiques planes. 
Par M, Ch. Sturm. 



iVl. Gergonne , par ses derniers travaux sur l'optique analitique , 
en a porti- les principes au plus haut degré de simplicité et d'élé- 
gance qu'ils puissent atteindre. Il a montré , en particulier, par 
divers exemples , avec quelle facilité la théorie générale qu'il a éta- 
blie conduit à tous les résultats déjà connus. Cette nouvelle théo- 
rie, purement analitique , devant suffire pour rendre compte de tous 
les phénomènes que la réflexion et la réfraction ordinaire peuvent 
oirrir,il m'a paru à propos d'y rattacher quelques propriétés gé- 
nérales des caustiques planes qui ont beaucoup occupé les premiers 
investigateurs de ces sortes de courbes propriétés qui n'ont encore 
été démontrées jusqu'ici que par la méthode mixte et imparfaite 
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des iiifiniinent petits, et qui mi'rileiit d'i?lre reproduites et ginerali- 
s^es dans le langage qui convient h l'état actuel de la science. Je me 
propose , entre autres clioses , do faire voir que toute caiisliqne , pou- 
vant toujours ^tre considérée comme une développi'e , est coiist'quem- 
menl reclifiaLle, Sous le point de vue de l'uliUlé pb_ysique , celte pro- 
prit'té des caustiques n'est pas sans quelque importance , en ce qu'elle 
peut donner la mesure de l'intensité de la lumitre aus dillérens points 
de ces sortes de courbes. Ou couçoit , en efVet , que les arcs de caus- 
tiques qui reçoivent une i^^ale quantité de rayons lumineux sont 
d'autant moins Jclair^s qu'ils ont plus de longueur. Mais , avant 
d'exposer les formules relatives à cette rectification , je donnerai 
d'abord celles qui établissent une relation entre les longueurs des 
rayons incidens et réfractés correspoudans , prises, l'une et i'aulre, 
depuis le point d'incidence jusqu'à ceux où ces rayons touclient 
leurs caustiques respectives. Ces élégantes formules, dont la recher- 
che première paraît due à Jean BeruouitU , renferment implicite- 
ment celles qui servent à déterminer les foyers des miroirs et len- 
tilles de toute espèce ; elles offrent en outre, le plus souvent, le 
seul moyen praticable pour construire par points les caustiques dont 
on s'occupe, et pour parvenir ainsi à une connaissance exacte ou 
approchée de la figure de ces sortes de courbes; comme on peuj 
le voir par plusieurs exemples consignés dans VAnalise des infini- 
ment petits du Marquis de l'Hôpital, et par un méuioire de Petit, 
inséré dans le U.* volume de la Correspondance sur Fècole poly- 
techniijue. 

Pour parvenir au but que j'ai en vue , je dois d'abord rappeler 
sommairement la théorie des caustiques planes de M. Gergonne_ 
Cette théorie se réduit simplement à ce que, à chaque trajectoire 
orthogonale des rayons inridens , il répond toujours une trajectoire 
orthogonale des rayons réfractés , telle <jue , de ^uel^ue point de 
la courbe séparatrice des deux milieux f}ue ton mène des norma- 
les aux deux trajectoires , les langueurs dé ces normales seront 
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respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus din-^ 
cidence au sinus de réfraction. 

On conclut de là immédiatement que {X^ Y) étant le point d'in- 
cidence , (^,j) , C-^^^yO les pieds des normales abaissées de ce point 
sur les deux trajectoires , et le rapport constant de À à A^ celui de 
leurs longueurs; en posant 

dr=PdA: , Ay^pàx , àyfzzp'àx^ ; 
on aura les quatre équations 



(X^xy+jY^)^ _ (X~j»o«+(Y-yO« 



A' 



x^» 



(0 



(X-:r)4-Kr-^)=o , (a) (-Y-:rO+/(r-^0=o , (2') 



(r-*)+P(y-:y) (X-»')+P(r-yo 



X» 



X'» 



(3) (•) 



dont la dernière est comportée par les trois autres. 

Puisque ces équations n'équivalent qu'à trois seulement , et que 
d'ailleurs chacune des trois courbes se trouve déterminée par les 
deux autres, il s'ensuit que, des six variables X Yj x ^y ^ x' ^ 
y* y une seule doit être regardée comme indépendante. Prenons X 
pour telle , et posons 

dP=ÇdY , d/7=yd^ , àp^zzz^àx' , 

nous aurons 



ày ^ Ax^ 

dX~ djrdX 






dy* if dxf 

dX~ dv'dX 



iX 



(*) ^oy* la P*ge 63 ^ présent volame. 



:> ' 
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DiSereiitlant alors les trois dernières équations sous ce point de tue ^ 
en ayant ëgard à ces relations, il viendra 

ni^ttAiit ensuite dans la dernière les' videurs de -r- et ^frr'i ti- 

. d A d A . 

rëes des deux ^ui la précèdent , on éÀiral ' •' 



•T. '. 









^ — ~ 



A ■ ■ .1 ( 

■ . ; .1 



i« 



1 ■ t 



(4) 






< I 



I • 

Cela posé, les axes des coordonnées n'étant simolement' assujet-* 
tîs qu'à être rectangulaires , et pouvant d'ailleurs avoir , sur le plan 
des trois c'ôufbes^, une situation quelconque; il nous est permis, 

«!•'' 'I'' " 

de supposer , pour, simplifier un peu ce résultat, qu'on a pris pour .' 
origine le point dlnc'idence. ( JÎL, Y ) , en dirigeant les axes des 
X et des r', respectivement suivant la tangente et la normale à: 
la courbe séparatrice en* ce point. On aura ainsi l^=o, P^o ; et 
SI , en outre, on désigne par R le rayon de courbure de.^cçtie 

séparatrice en ce point, on aura Ç= ^ ; au moyen d^ .quoi 

l'équation (4) deyiendrà' siirtplehicnt ' 

Tom. XFI, 3a 



M» 
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■+^-- 



(5) 



Désignons par (S) la courbe séparatrice , par (T) , (T') les deux 
trajectoires, par (C) , (C) leurs développées respecli^ves , lesquel- 
les ne sont autre chose que les caustiques formées par le» 
rayons iocidens et réfractés» Soient Xk , X'k les longueurs des 
normales abaissées respectivement sur les deux trajectoires [T) , 
(T') -, soient (/) , (/') les points où ces normales touchent les caus- 
tiques (C), (C') ; et soient rf, d* les distances de l'origine à ces 
deux points; soient enfin r^r* les rayons de courbure des deux 
trajectoires, pour les points {;r, y), (x' t Y')- i 

Prenons pour angle des coordonnées positives celui dans lequel 
se trouve situé le .point (/) de la caustique (C) ; et remarquons 
que le rapport de A à V pouvant toujours être supposé aussi voi- 
sin de l'égalité qu'on voudra , il s'ensuit que la caustique (C) peut 
^trc supposée indéfiniment voisine de la caustique (C) , sans pour- 
tant se confondre avec elle ; auquel cas le point (/') se trouvera 
trt-s-volsin de (/) et situé « comme lui , dans l'angle des coor- 
données positives. 

Remarquons présentement que , les deux trajectoires (T) , (T') 
étant lices entre elles, mais d'ailleurs arbitraires, l'une et l'autre, 
on peut toujours faire passer l'une d'elles par un point donné, 
pris comme on voudra. On petit donc supposer le point {x,y) 
de (T) situé entre le point (/) et l'origine , et si près de ce der- 
nier point qu'on voudra ; et alors , à raison de la presque égalité 
des deux nombres X et A' , le point {x' , y') se trouvera égale- 
ment situé entre le point (/') et l'origine. 

En conséquence ou aura 



■ 

I 



</=r+M , (6) J'=r'+i'k , 



(6') 
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I 

y=A*Cos.(/î,J) , (7) j^«A'ACos.(ir^O , (7/) 

;»=-Tang.(Jî,0 , (8) ;»/=-TaDg.(5,^0 » (^O 

«il±s£. (9) r.=>i^ . (^ 
Des quatre ëc[uations (8 , 9 , 8^ , 9^) on tirera 



^^P"= r^...u^ ^ '+P 



Co8.>(A^ ^ • ^ Cos.«(A^O 



/ *"* «iP/w ifR^\* f 



d'où on conclurai à Taide des équations (797O 
et par conséquent 

Ottf en vertu des équations (6)6^) 

Substituant toutes ces diverses valeurs dans l'équation (5) elle de- 
viendra 
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■ifc . mè. 



R d ' R i> 



\^ 



mmmm. • 
f 



mais i^y^') 



^ = -^ s= Cos. {R^ ^ , 

« 

r'Co$.»(B,<?') (i'— vî)Cos.«(J?,J/) _ - ._ ,. V*Co».«(n^ 

5; = J, = Cos. (R,d) 



1 



donc , en sabstitaant , et remplaçant i—Qo%**(R^) et 1— <Cos.*(A,^'') 
par Sïa.*{R,d) et Sin/(iî,</') 

Il • • 

Sin.«(n^) fe jl CosfR,J) Co8.»(R,rf) ) . 









donc finalement 



Ainsi étant donne le rapport de A à A^ qui est celui du sinus 
d'incidence au sinus de réfraction, la caustique des rayons inci- 
deiis et la courbe séparatrice , et par suite le rayon de coitrbure 
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Il de cette 'dernière en chacnn de ses points (*) ; on pourra , à 
Taide de cette dernièie équation, déterminer tant de points qti'^n 
voudra de la caustique des rayons réfractés. 

Si la ligne séparatrice était une ligne droite, on aurait Rszco , 
et l'équation deviendrait simplement 

Cos.»(n.j) Co«.»(n,jo 

d'où Ton Toit qu'alors d et d^ devraient constaoament être de même 
signe. Dans tous les autres cas , il faudra se rappeler que la for- 
mule générale suppose que les points (/) , (/') sont tous deux si- 
tués dans la concavité de la séparatrice , et varier conséquemment les 
signes de d et d^ suivant la situation des points que Ton consi* 
dérera sur Tune et sur l'autre caustiques. 

Pour passer de h\ au cas de la réflexion , il suffira de supposer 
A^=:— A , Ang. jffj^O =*Ang.(fl,</) et de changer les signes de d et 
d\ Il viendra ainsi 

^1^2^ ^ _^ > 

cependant d et//' devront avoir des signes contraires, si les points 
de contact (/) , (/') tombent de difTérens côtés de la courbe re- 
fléchissante. - 

Revenons au cas de la réfraction. Considérons un rayon inci- 
dent et le rayon réfracté correspondant, diOTérens de ceux que nous 
avons considérés plus haut , et pour lesquels nous désignerons par 
J, , r, , d\ , r^, , Atj , les longueurs analogues à celles que nous 



(^} Voy. sar ce sujet la pag. 3Gi du Tooi. XI. 

J. D. G. 
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évions désignées par d^ r ^ d' ^ r* , k pour les premiers ; Boa» 

aurons , comme alors , 

d=r-\-)Ji , d'=r*-^\'k , 

d'où en retranchant 

pais en éliminant A^i— -A ^ 



rfi— ^— (r.— r) rf/,— J/-.(r/,-^) 



V 






mais » en repr&entant par s el s^ , respectivement les longueurs 
dépares de chaque caustique compris entre les points de contact 
des deux rayons » et en supposant que les rayons de courbure vont 
croissant , on a 

on aura donc ^ en substituant 

c'est-à-dire qu'en gënëral la difTérence des longueurs de deux rayons 
incidens , mesurées depuis leur caustique jusqu'à la courbe sépara- 
trice , augmentée de l'arc de cette caustique compris entre eux , 
est à la ditrérence des longueurs des rayons réfractés correspondans » 
mesurées également depuis leur caustique jusqu'à la courbe sépa- 
ratrice y augmentée de Tare de cette caustique compris entre eux , 
dans le rapport constant du sinus d'incidence au sinus de réfrac^ 
tion. Nous disons en général , parce que le théorème se trouverait 
en défaut si > sut Tune ou sur l'autre caustique ou sur toutes les 
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deux il se trouvait un point de rebrousse ment entre les points de 
contact des deux rayons. 

Si donc on suppose que la caustique des rayons incidens soit 
rectîfiable et que la courbe séparatrice soit algébrique , la causti- 
que des rayons réfractés sera égalemeul algébrique et rectifiable. 

Dans l'application de ce ihéori^ine, comme dans celle de celni 
que nous avons démontré en premier lieu , il faudra avoir égard 
aux signes de d et d' , et il aura , comme celui-là, son analogue 
pour la réflexion. 

On déduit de tout cela , en particulier , que , si des rayons inci- 
dens parailî'les ou émanés d'un mfme point et compris dans un 
même plan subissent une suite de réflexions et de réfractions , à 
la rencontre de courbes algébriques quelconques , situées dans ce 
plan, les caustiques auxquelles ils donneront naissance, depuis la 
première jusqu'à la dernière seront toutes algébriques et rectilia- 
bles. II en sera donc de même, dans l'espace, pour les surfaces 
caustiques engendrées par des rayons qui se réfléchiront et se ré- 
fracUront successivement , à la rencontre d'une suite de surfaces 
algébriques de révohiliou ayant un axe commun ; pourvu que les 
rayons primitifs émanent tous de i'un des points de cet axe ou soient 
tous parallèles li sa direction. 



OPTIQUE. 



Formules d'optique à trois dimensions ; 
Par M. Gergonne. 



xNous Dous proposons , dans ce qui va suivre , de construire, pour 
la résolution des problèmes d'optique qui embrassent inévitablement 
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les trois dimensions de 1 espace , des formules analogues à celles 
que nous avons construites à la page 65 du présent volume , pour 
la résolution des problèmes d'optique plane. Nous montrerons en* 
suite I par un exemple, la manière d*eu faire usage. 

• 

Le th(?orème fondamental consiste ici en ce que , à chaque sur^ 
face trajectoire orthogonale des rayons incidens , // répond tou-^ 
jours une surface trajectoire orthogonale des rayons réfractés telle 
que , de quelque point de la surface séparatrice des deux milieux 
que l'on mène des normales à ces deux aitîres surfaces j les l'on'- 
gueurs de ces normales seront respectivement entre elles dans le 
rapport constant du sinus d'incidence au sinus de réfraction. 

Soient donc (/,2/,^) un quelconque des points de la surface 
Séparatrice, {x'^y'^z^) et x^y^z) les pieds des normales abais- 
sées, de ce point sur les deux surfaces trajectoires ; et supposons 
que lê rapport du sinus d*iucidence au sinus de réfraction soit ce* 
lui de A^ à A; on aura d'abord 

x^ =— w^ • 0> 

De plus, farce que les droites menées du poiqt (/,i/, ^) aux deux 
autres sont respectivement normales aux surfaces auxquelles elles se 
terminent, en posant 

dr àz àz' àz' 

'Sx —P • d7~7 * àl'—P' ' d^ ^^^ » 

on aura aussi 

(/_^)+^(^_z)=i6 , (2) (/— ^0+;^'(^— -^'^^o , (2O 

{u^y)^q'y—z)=o , (3) {u^y')^q\i^—z') = o . (S^) 

H 

Remarquons présentement qu'il n'y a proprement dans tout ceci 
que / et u de variables indépendantes V et qu'on a ^ 
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éz iz J* j^ ^ 4r_ if -i- ^ 

m 

iz dz dr dz dy dx dy ~- 

du dx du dy du ^ du ' di* ' 

dz' _^ dz' dxf dzf dy' _ / ^^ V 1 , ^^ 
H ~ d^ H'^l^' "dï ""^ dT ^^ "dT ' 

dz' dz' dx' dx' dy' ^ dx' , dy' 

Âr~ d^ "dli ' V d^ ~f 1m "*"^ di '^ 

en prenant donc , sous ce point de vue , les deux différentielles par- 
tielles de réquation (() , par rapport à / et £r^ on trouvera 

A» 

" A'* 

A' 

IB M ^ * 

ou encore 

A* 



àâi' 



PROBLEMES 



('-:")+(>—-') °7-[(t-*0+/''(— •'')3-jr-K''^M— '0 -£ 



(„_^)+(._^) _|;(,_,)+,(,_^)] [(„_yH?'.— r)] ■ 



(»-r')+('—')^ -[{'—')+;''('-«') ^-K"-rO+?'(—-0] V 



OU cdUr , en ayant t^gard aux équations (a, 3, 2', 3*) 



(« 



("-r)+C'— =) 3- ("-jO+C^-^O T- 



»'' 



(5) 



équations ('vldcmmenl comporlfe par ïes cinq autres , mais qa'oa 
pourra siibstilLier , avec avantage , à deux des quatre ëquatîons (2, 
. 3, a', 3') , lorsque la surface st^paratrîce des ddux milieux sera une 
des données du problème. On voit que , dans ce système d'équa- 
tions, ar',^',z', i' lîgureiit de la mLUue manière que j;,y,z,À;et 
l'on n'aura pas lieu d'en lître surpris , si l'on considère que , le 
rayon réfracté étant pris pour rayon incident, celui-ci devient rayon 
réfracté, et vire versa, lien résulte que la surface séparatrice des 
deux milieux étant donnée, le problème où l'on clierclie la surface 
trajectoire orthogonale des rayons iucidens , à l'aide de celle des rayont 
réfracle's n'est pas difléient de celui oîi il s'agirait de déterminer 
cette dernière, l'autre étaut donnée. 
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Enfin, les coordonnâmes de i 
tin nombre ^gal d'éqiialions en /, 



litre chose qne celles même de nos trois s'urfa- 



lesquelles ne 

ces, eijuations que nous reprifseuleror» par 



• points doivent être liées par 



5=0 , 



(6) 



(7) 



(;') 



U première appartenant i k surface séparatrice , et les deux au- 
tres aux deux snrfaces trajectoires. 

Lorsque , cette surface si'paratrîce étant donnée , on demandera 
de d<5teriî!inGr l'une des deux surfaces trajectoire par l'anlre, il ne 
s'agira, pour cela, qne dV'iiniiner ou les six coordonnées f,u,v, 
.T',y\z', outre les sept équations (i , 2', 3', 4» 5, 6,7') , ou bien 
les six coordonnées i,u,f' ,jryy, Zy entre les sept équations (1,2, 
3,4)5,6,7); et i'équaiion résnlianle , en jt ,y, z ouenx\y'yz', 
sera l'équation de la surface trajectoire cherchée. 

Si , au contraire , il s'agit de déterminer la surface séparatrice , 
au moyen des deux surfaces trajectoires, on y parviendra en éli- 
minant les six coordonnées a: ,y ,z,x' ,y' ,z' , entre les sept é^jua- 
Uons (i ,3, 3', 3,3', 7, 7') ; ce qui conduira à une équation en ^,» , 
»>, qui sera c«lle de la surface demandée. 

Quant aux problèmes relatifs à la réflexion de la lumière, on 
les résoudra à l'aide des mômes formules , en y posant préalable- 
ment A+J/=o. 

Pour montrer , par nn exemple , l'usage de ces fofmvies , 
supposons que la surface séparatrice soit celle d'une sphère d'un 
rayon t , ayant son centre à l'origine , et que les rayons incidens 
partent tous d'un point (a, i,(-); nous aurons d'abord les équations 

x'^=.a , y'=-h , ï'^c , 




I 

4 
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qui remplaceront les équations {2^,Z^r/) et ensuite » ^ pour rdqaa«> 
lion {6) 



d^où nous tirerons 



dt "^ 9 ^ du y * 



Ea mettant ces valeurs dans les équations (i^^^) 9 ^'^^ devIendrôBt 



•i- 



(I— r)«4-(tf-:r)*+(«'— ^)* tf— fl)*+(tf— *)»+(f«c)* 



^^ 




V. . 


■■^^ • 


Ir— i^JP ct'''^^ 


> 


irr— i^jr eu^^ 




A» - V* 


.• 



Les deux dernières 1 combinées avec Tëquation de la sphère doà- 
Reroat 



VCa"«— ^'o)*+lV*y— Â»^)-+Xx'û-p-A*i:)*^ * 



> r V 



\ ' % 



\/(A'*«— A»û)»4-(A'»/— X«^)*+(X'»Z— XV)» * 



raà 



^»«— X«fl)/+ (X'y— x»5)i/+ (X'«r— X»i:)# 



^. 



«:rV(V»»— X»a)»4-(X'»y— X»^)>+(X'*«— X»0* f 

nais Tautre équation dpnne , en chassant les dénominateurs et dé- 
veloppant , 
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(i'-^A'X/'+tt'+O— a{G"*-^'«)'+(A"/— A'^)«+(Ji'*«--A'tf)p} 

•it simplement 
0n aura donc ainsi 



=aiVt>^'*«— ^*fl)*+(x'*/— ^'^;*+(x''«— Av;» ; 
^a bien encore 

cësultat qui se lie parfaitement arec celui qne nous avons obtenu 
page 78, 

Pour donner un exemple du cas oà la surface séparatrice est in* 
connue f supposons que les rayons iiicidens partent tous de l'origine , 
et cherchons quelle doit être cette surface pour que les rayons 
réfractés concourent tous en un môme point {a,byc)» Nous auront 

• * 




sssza p 
tralenrs qui substituées dans Téquation (i) la changeront en 
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\» A'» ' 

c'est-à-dire , 
OU encore 



équation d'une sphère y comme on pouvait bien s'y attendre. 

TRIGONOMÉTRIE. 

■ • • • • * • 

JYo/e sur Tanaïîse des sections angulaûesf 

Par un A B o N N £« 



w^orr pose » avec M. Poisson ( Bulletin universel iSâS, n.* g^ 
pag. 142 ), - 

^=Cos.i77ar-{ Cos.(/n— 2)^H Cos.(;72— 4y4-..,«. . 

I I a 

» 

JE/r=5in.i7iar+ — Sin.(/n — a)dr4^ — • -^ Sin.(;7ï— 4)x4-,m ; 
on aura comme Ton sait 



X 
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(iCos.ir)"'— x+xyi 



ou bien (sCos.jr)-"^^— A'y^ 



d'oii il suit que le second membre de la première equalion , en 
y changeant x en ^■4-2/1» , devra êire supposé Identïqne avec le 
second membre de la seconde où on aurait changé s en x-\-2i'-a; 
i et i' étant deux nombres entiers , compris entre o et n', déno- 
minateur de m-^ — , et ces nombres entiers étant accoupU's d'un* 

manière convenable. On voit en efiVt tjue , par l'efTet de cette substi- 
tution , les premiers membres n'éprouvent aucun changement. 
Mais alors 

X-\-X'^'^\ se change en (X+A■'^/I^T)CCos.2m/tlT-{~^^^Sin,2ffl/«T) , 

X — X'^'^i se change en (^X — X'^ZZ\^(C.QS.2.mi''Gr — ^/^Sin-arai'-cr) , 

donc , par un choix convenable des nombres / et /', on doit avoir 

(_X^X'\/'^ (Cos.2m/w+^/^Sin.2m/-t3T)=(X— X'^/II7)(Cos.am/'CT — ^'^Sia.^mî'v) 

qui se re'dnît à 

(X+^VIIÏ)[Cos.3m(/+i'Jw+/37Sin.3mCf'+/')«r}=.ï— JTy'— ( , 

En désignant par h soit la somme /+/'■' , si elle est moindre qut 
n , soit le r^ste de ta division de cette somme par n , si elle est 
plus grande ; il viendra 

XX-{-xyz:i)(Cos 2CT*«r-f-/^Sin.3m-îOT)=X— A'vir; ; 

ou , en développant et égalant separéaieni entre elles les parlÎM 
réelles et les parties imaginaires 

X(t -Cos 3mA«r)-f--ï'Sin 2'n^ra' = o , 
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ou encore 



aXS'in'm^'cr+zX'Sin.mi'BrCos.mii^^o » 

2A'Siii.mAra-Cos,/n^ta-+3A"'Cos.'m^'Cï = o ; 

équations qui donnent également , en réduisant , 

XSia,mkvT~\-X'Cosjnk'ar=o. 

Cette relation ircs-simple permet d'éliminer, â volonté', Je la TB- 
leur dt! (aCos-x)"" l'une qiiflcjotiqiie des deux fonctions -Y et X'. 
Si, par exemple, on en veut éliminer la dernière, on aura 



c'est-à-dire , 
(3Cos^)'"=,Y 



Cosmfts+V— 'Sîn.mft»-_ 



Cix.mttr 

f t on trouve aussi , d'après cela , 



Cos.mkw 



(2C 0S.:r)'" aa — JT' 



.^ (Cos.ft,+ V-i3;n.fcT)'* 



À 



Ces deux formules , qu'on peut regarder comme fondamentales-, 
s'accordent avec celles de M. Poinsoi , et se priaient à tous les d^- 
veloppemens qEi'îl a donnés à l'article de l'i'xamea de l'analise 
d'Euler ( Recherches sur tanaUse des seciions angulaires , pag, G8 ). 
Les géomètres qui se sont occupés de ce sujet dans les Anna- 
les (*) se sont principalement attaché^ > pour la plupart , à produire 



(*) M. Fagani M'ictiel , tom, XIH , pag. g4 , M. Crelle , même volume * pag* 
ai3 , et M. Steia^tom. XV, pag. i5o. 
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BU jour les n valeurs de la formule A'-|— V\/^ ; luaîs la Iraus- 
formalion qui rf-Juit l'expression à ne conlenir que l'une ou Vnu- 
tre dos deux fouclious X et X' eulrait bien aussi un peu dans la 
question , et pourtant aucun d'eux ne s'en est occupé. On peutnCtra 
surpris qu'elle soit échappée, en particulier à M. Crelle, qui a 
traite ce sujet avec le plus de profondeur et de développement , et 
qui paraissait destiner ce qu'il avait ^crîl sur ce sujet A servir de 
conuiientaire h une traduction atieinande du Calcul des Jonctions 
qu'il préparait. 

Ceci explique , entr'antres , pourquoi l'équation difTérenliell» 
de L»grange admet les deux solutions qui étaient pour M. Lacroix 
une source d'embarras { Traité de calcul di^'ércntiel et de calcul 
intégral^ tom. III , pag. 616 ). 

Un reste cette relation entre -Y et X' se trouve aux noiations près, 
dans le mémoire de M. Poinsot ; mais la manière dont elle s'y 
trouve amenée et les nombreux détails au milieu desquels elle 
se trouve absorbée permettent à peine de l'apercevoir. 



CORRESPONDANCE. 

I^llre sur divers su/els traités dans les Annales ; ^ 

Par M. Stein , profcssetu- de malliématiqnes au Gymaase 
de Trêves, aacieu élève de TEcole polytechnique. 



XjEs observations que j'ai l'honneur de vous adresser arrivent nn 

peu tard. La raison en est que moo libraire a négligé de' renouveler 

Tom. XFI 34 
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mon abonnement en temps opportun ; de sorte que j'ai reçu à la 
fois , et depuis quelques jours seulement , les quatre premiers nu- 
méros du tome xyi. J'espère cependtint que vous voudrez lilen ac- 
corder à ma lettre une place dans vos Annales. 

Je répondrai d'abord à l'objection que vous faites , Monsieur , 
à ia page 4? » contre le raisonnement que j'emploie pour démon- 
trer qu'une bande indéfinie , entre parallèles peut égaler ou m<}me 
surpasser une surface angulaire indéfinie. 

Cette objection me paraît bien propre à jeter du jour sur le vrai 
sens de mon raisonnement , qui ne s'en trouve que plus rigoureu- 
sement conflrniL', — En eil'ct , en faisant simultanément partir deux 
mobiles d'un mt'me point , vous mettez en dépendance mutuelle 
les temps pendant lesquels le mouvement a Heu , c'est-à-dire , que 
vous ne pouvez donner un temps déterminé à l'un des mobiles, 
sana l'accorder également à l'autre. Or on voit à l'instant que le 
rayon du secteur et la liauteur de la bande ne sont, dans mon 
raisonnement , que ce que sont les temps dans le vôtre. La grande 
différence consiste en ce que ces lignes sont absolument indépen- 
dantes, bien qu'on les suppose toutes deux infinies, tandis qu'un 
temps infini , donné au mobile qui se meut d'un mouvement uni- 
forme , entraîne un temps Infini égal pour le mobile dont le mou- 
vement est uniformément accéléré. — Si vous faisiez mouvoir les 
deux mobiles indépendamment l'un de l'autre, vous pourriez cer- 
tainement obtenir un espace infini , pircouru unil'oruiémfiit égal' 
ou plus grand qu'un espace infini parcouru d'un mouvement ac- 
céléré , puisqu'il sulfiralt pour cela do supposer que les temps fus- 
sent dans un rapport croissant k l'itiflui avec le temps in^me ; et, 
dans ce cas , mon "iiisonnement s'applique sans conduire à aucune 
conséquence fausse ; tandis qu'il ne s'appllipie pas plus au cas des 
deux uiouvemcns dont vous parlez qu'à celui où l'on supposerait 
un rapport constant entre In liauteur de la bande et le rayon du 
secteur. — > 11 réâulte donc de tout cela que la vérité ou la faus- 
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~^tê des propositions sur les baii(ics et les surfaces angiilalreâ de- 

puiident essentiellement du rapport , loul-à-fail arbitraire , <jue l'un 
voudra «établir entre les diuteusious de ces figures. 

Je vais maintenant. Monsieur, et suivant le vœu que vous avez 
paru manifester, exposer mou opinion sur lu démonstration de M. 
Legeiidre , fondée sur l'algorillime des fonctions ; en observant , toute- 
fois, que je ne connais pas encore ce qui a été dit sur le m<?me 
siijet à !a page i6t du X.' volume des Annales. — D'abord, je 
ne -sais, en vérité, quells est celte lot des homogènes citée par 
M. Lpgondie qui du moins en aurait dû donner , avant tout , et 
l'énoncé et la démonstration ("). En attendant , voici comme j'en- 
icuds la démonstration qui se trouve au commencement de la note 
Il de ses éléoiens. — D'abord j'observe qu'il ne suffit pas de pren- 
dre une unité angulaire pour construire la formule C = (fi(//,i7,r) , 
mais qu'il faut adopter également une unité linéaire , pour repré- 
senter en nombre la longueur c ; car ce ne sont que des nombres 
que l'on peut soumellro au calcul ( comme M. Legendre le dît 
lui-miîine , Uv. III, définitions, N. B. ) ("). Cela posé, test un 



(•) Peut-être l'article de la page 366 du tome VIII dos Annalts et l'ar- 
ticle déjà cité du tome X pourronl-ils , sur ce poiut , suppUer aa silence 
(le M. Legendre. 

J. D. G. 

(**) Nous ne serions pas tout-k-fait de cet avîs , ou pour mieux dire, 
noui ne voyons pas trop quel avantage on pourrait troiiTer à restreiiitli'e 
ainsi la significalioa du mot calcul. Le serrurier qui soude bout â bout 
deux, barres de fer nous paraît fdire une addition; et il fait une muUipli- 
eiition s'il eo soude plusieurs de même longueur. Il fait une soustraction 
s'il raccourcit un de ces barreaux , et une division , s'il le coupe en plusieurs 
fragmens d'une même langueur , ou même s'il y applique le mflre pour le 
mesurer. En géométrie nn ajoute , on retranclic , on multiplie et on divise 
graphiquement les longueurs et les surfaces ; et la logique mflme n'était 
pas distinguée du calcul, dans l'esprit de Uobbes. Les procédés d'eiécutiou 
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nomjjre dt'pelidanl de l'unité linéaire , et J,B,C sont des nomiScs 
' dépendant de l'unité angulaire. Or , si l'on avait C^:'f{A,B.c) , on 
en tirerait c = ({A,B,C) ; donc, en conservant l'angle droit comme 
unité angulaire , on aurait {{A,B,C) , nombre déterminé, constant 
et indépendant de l'unité linéaire, égal à un nombre r, varia- 
ble en mémo tbmps que cette unité ; ce qui ne saurait avoir Heu ; 
df sorte qu'on doit avoir simplement C=y(--/,5). 

La démonstration , ainsi présentée, parait à l'abri de toute ob- 
jcrtiou ; cepeiidanl, on en découvre assez facilement le côté faible. 
On voit, en eil'et , que, si la forme de la fonction f, ou, ce qui 
revient au même , la forme de l'équation C='^(J,B,c) pouvait 
changer , avec l'unité linéaire , la relatioii c=^{{.^iB,C) n'oQVIrait plus 
aucune absurdité ; et comment prouver que la forme de l'équallou 
C=<f{J,B,c) ne dépend pas de l'unité linéaire ? 

La difliculté acquiert une nouvelle force par la considération 
suivante : 

On a ctTialnemenl C::='\i(a,&,c) ; or, en prenant et conservant 
ime anité linéaire déterminée , la fonction ;}'(a,^,c) sera un nom- 
bre déterminé, constajii et indépendant de l'unité angulaire , d'où 
il suit que la forme de la fonction if. doit varier avec l'unité an- 
gulaire, sans quoi l'équatlou C=^a,b,c) serait absurde, aussi bieu 
que c = ((A,B,CX^). 

Or, si la forme de la relation entre les côtés et les angles d'un 
Irluugle dépend, en eQet , de l'unité angulaire , comment osera-l- 



peurcnt rarier aTec la nature des objet» sur les<iucls on opère ; mais le ïmt 
demeure toujaun le mâme. 

J. D. G. 
(*) Cetti? diniculté a élé i sinon complrtement résolue ^ du moins singn- 
liérement ëclaircie , dans le uémuire dejk cité du Lomé X.^ 

J. D. G. 
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on affirmer , à V avance , qu'elle ne ddpetid point de l'nnUë li- 
néaire (*) ? 

VolU , Monsieur, ce que j'avais à dire sur la d^monstratiun de 
M. Legendre, en l'enleiidiiiit toutefois comme je i'iû expliqui^ ci- 
dessus. Mais , de quelque manitTe d'ailleurs qu'on veuille la de'- 
velopper , on sera toujours conduit à raisonner sur la forme de 
l'i'quaiion qui subsiste entré les côtés et les angles d'un trianyle ; 
et on ne voit guère comment on pourra, à priori , avancer quel- 
que chose de certain sur la forme d'une relation dont la Irigono- 
mùtrie ( fondée elle-même sur la similitude des triangles ) donne 
la première idée. 

Je terminerai. Monsieur , en essayant de mettre fin à la dis- 
cussion qui s'est e!ev(*e entre M. Vincent et moi, relativement 
anw e;s:posans fractionnaires. Elle se ri?duit finalement à la seule 
question : peut-on réduire un exposant fractionnaire à sa pfus 
simple expression , de même que toute autre fraction tjuelcon-' 
eue P En efTct , si l'on répond affirmativement , M. Vincent a 
complètement raisyn : dans le cas contraire , mes ralsonnemens con- 
setvent tonte leur force. Or , cette réponse , quelle qu'elle soit y 
oe dépend que de la définition que l'on voudra donner de l'ex- 
pression aT,.PosecaL-i-ona7, = ('Ç/â)'", ou bien a~'=.y a*" ? Si l'on 
admet la première définition , il n'y a aucun doute sur l'identité 

m «^ 
entre an et a -^ , ce que l'on prouve facilement , sane recourir i 
lu formule 



(*) Il nous paistl que , li tes scruputei de M. Stein étnient fond^ , i\ 
dfcviénilrait superHii de calculer des forniiilis Ri'tiérales , attendu que ces for- 
mules ne pourraient jamais iîue empl'ivécs eu pleine s^curilc. !Nou» doutoas 
que M. Slcin lui-raSine »oU fort disposé à «cuepler ont •- uséqueuce *uïii 
l'âcheiiite et incommode. 

J. D. G. 
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(1) fl" = j^(Cos.a — ACT-|-^/_iSin.3 — Act) , 



qui elle-même n'est exacte qu'en supposant a" =(y'a)'". 

Mais, si l'on admet l'aulre définition, la formule (1) n'est plus 

exacte ; puisqu'ea nommant A' la valeur arithmétique de §^ a"' , 
on devra écrire 



(a) 



î=^Ycos.-^+i/=:7Siii. ^") 



Alors , d'une part, les expressions a", a^f ne seront plus identi- 
ques, et d'une autre, le raisonnement de la piige 93, fond^ sur la 
formule (1), ne pourra plus être employé. Voilà donc un choiiL à 
faire entre les déQnitions 



=Ci/."")" 



5=f^V 



1.6 mien sera bientôt fait ; je me conformerai à l'usage général , 

en A:rîvant fl'"= /^û". M. Vincent préférera peut-être l'autre dé- 
finition, surtout parce qu'elle l'a conduit à des résultats tout nou- 
veaux. Quant à moi , ces résultats même me paraissent un argu- 
ment puissant en faveur de l'ancienne définition (*). 



Agréez, etc. 



Trêves, le 20 novembre iSaS. 



(*) Sans QToir jamais beaucoup réilécliî sur ce sujet , il nous paraît que 

oemaader s! les deuE expressions an et anp peureat £tre indistincte méat 
Bobstituées l'une à l'autre , revient k demander s'il est indilTtfrcat de r^sou-. 
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P+1- 
3 



lire par rapport à x l'une ou l'autre des équations «"= 
lu seconde peut être mise sons cette forme 




QUESTIONS RESOLUES. 

Démonstration du théorème danaîîse énoncé à la page 

64 ^" présent volume ; 
Par M. Vallès , élève à l'Ecole royale polytechnique (*). 



I OoiENT p-{-ç boules contenues dans une urne de laquelle il faille 
' en extraire un nombre p ou un nombre y ; cette exiraclion pourra 
se faire d 'uu nombre de manières exprima par 

P+? P+9—' P+f—* P+' p+? f+?— I P+q— a ^+1 

P 



»"■ el «"P^fl""'. Or 



(a:"— fl'")[x''t''-'>-f^' 



.m.n'.P- 



+ -fa^W- »U''+a'"0'- • )] = 



et (li's lors il parait manifeste qu'elle donne d'abord les mêmes valears da 
xqu'oîi tire de la première el en outre toutes celles qu'on déduir.i de l'éga> 
lité du second facteur à léro, La seconde est donc plusëtendue que la pre- 
mière ; elles ne sont donc pas identii|uemeat les mfimcs ; elles ne sauraient 



don. 



ipunéuient Être substituées l'une à l'autre ; et il doit en être de 



mî'ine des expressions a" et u"^ . On ne saurait don 
dùnatnrer une quantité à exposant fractionnaire, de 
TÏaer les deui. termes de cet e&posaat par un même n 



c se permettre , sans 
multiplier ou de di- 
oinbre entier. 
J. D. G. 

(*] A la page lao du présent volume, M. Lentbéric a déduit trés-iiinplement 
In démonstration de ce théorî'ine d'un beau théorème de M. Ampère; mais 
nous avons pensé que le lectc.-r ne serait pas fâcbé d'en avoir une démons^ 
tralion directe) et, parmi plusieurs qui nous sont parvenues, nous avons cru 
devoir distinguer celle-ci qui , en marne temps qu'elle n'etigc aucun calcul , 
ouvre une voie pour découvrir facilement beaucoup d'autres tbéorèmcs du même 
genre. J. D. C - 
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Supposons pn^sentement que , sur ces p-^q boules , il s'en trouve 
p blanclies et y noires , et que p soit le nombre qu'il en faut 
extraire , elles pourront ^ire toutes blanches , ou bien il y en aura 
p — I blanches et i noire, ou p — 2 blanches et 3 noires ou ^—3 
blanches et 3 noires , et ainsi de suite, jusqu'à 3 blanches et »— 3 
noires, ou 3 blanches et p — a noires, ou 1 blanche et p — 1 noi- 
res , ou enfin elles pourront toutes être noires , si du moins q n'est 
pas moindre que p. 

Or les divers nombres de manières dont ces divers genres d'eitrac- 
tions peuvent être faits sont tels qu'on le voit dans le tableau suivant : 

D blanches et o noires, de i manière; 
»vi jblanches et i ooire , de — — manières ; 



p~x 



blanches et 3 noires , de 



P P— ' ? P— » 



-3 blanches et 3 noires, de -- — ■——■^X ?__i manières ; 



1 



d'où l'on voit que le nombre des manières dilTurentes d'extraire p 
boules de l'urne pourra aussi être exprima par 



>+ 



f ï 



P v^:}_ 9 9—^ 



n sera donc permis d'égaler celle expression à l'une ou à l'autre 
des deux expressions ci-dessus, et de cette e'galilé résultera le théo- 
rème qu'il s'agissait de démontrer. 

Si, en particulier, on suppose q=p , on obtiendra ce résultat 
remarquable 



■■»-a)+Ct^-J+(^^'-?)"+- 



, 'P V- 



'P- 



V-3 



Tofn,XVr,jp tan . Il, pag .igg ^ ifn. 



w ■ ■ ■ > ■ • I 
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. ' ' 

mémoire sur ies lignes du second ordre f 

Pill' M. ClI. StU RH. 



( Première Parlîii. ) 

%■ I- 

OkHFNT.siir un plan, deux ligaes quelconques du seconrl ordre 
(»:), (c'J , nipporU'es à deux axes de coorduiiii<'es rfctangnblros on 
«bliijiies (jiiL'Iconques , et représentées respectivement par k-s doux 
i^quiiliuus 

^:c*+5y'4-a£'x/+aZ)j:+aSy-f-/"=o , (c) 

1.^5 coordonnées des puîiits d'intersection que peuvent avoir les di'ux 
courbes prypos(5es doivent satisfaire, à la fols, à leurs deux l'qiia- 
1I1JI13 (c) , (c') ; de sorte qu'elles sont déterminées par l'ensemble 
de ces deux é.-jiiatioiis. Considérant donc x vi y comme k-s deux 
courduunées inconnues do l'un quelconque de ces points d'iiiter— 
seclidïn , on aura d'abord , par réliminatioii de y' , enrre les deux 
équations (c) , (c') , la suivante (y) , qui n'est que du premier de- 
gré en / 

Substituant la valeur de y qui en résulte dans l'une des éqnalions 
(c) , (c') , on parviendra à une équatiun en x du quatrième de- 
Tom, XVI n." IX, i.*' mars i8^G. 35 
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gré, à coefiicieiis réels, dont les racines seront les abscisses' de9 
points communs aux deux courbes proposées. A chaque racine 
réelle correspondra , d'après lequalion (y) , une valeur réelle de 
t'ordonaée y ; et à chaque couple de racines imaginaires conjuguées , 
une couple de valeurs imaginaires conjuguées de y. Or , cette t^qua- 
tion du quairièiiie degré en x pourra avoir quatre racines toutes 
réelles, ou bien deux racines réelles et une couple déracines ima- 
ginaires conjuguées, ou bien euGu quatre racines imaginaires , con- 
jirguée» deux à deux. Dans le premier cas, les deux courbes (c) , 
(c') auront quatre points d'intersection réels ;diuts le second , elles 
n'en auront que deux, et dans le troisième elles n'en auront au- 
cune. On voit aussi par là que deux lignes du second ordre ne 
sauraient avoir plus de quatre points communs sans se confondre. 

Supposons présentement qu'une troisième ligne l'c") , d'un or- 
dre quelconque, tracée sur le plan des deux premières (c) , (c') , 
et rapportée aux mêmes axes , soit exprimée par une équati^m & 
laquelle satisfassent les coordonnées, soit réelles soit imngiuaires, 
de chacun des points d'intersections des courbes (c) , (c') ; nous 
dirons alors que cef/e courbe (c") pas%e par les points dintersec 
lion des deux premières (c) , (c'). 

11 est visible que toute équation qu'on peut former par uae com- 
binaison des équations (c) , c') exprime une telle courbe. Mail , 
si l'on veut que celte courbe (c") soït clIe-mOnie mie ligne du 
second ordre , il faudra combiner les équations (c) , (c') de ttlte 
sorlc que l'équation résultante, qui doit représenter (c'^Q , ne s"^- 
Kve pas au-dessus du si'coud degré. C'est ce qu'on ne peut ob- 
tenir qu'en ajoutant à l'une d'elles le produit de l'autre par un fac- 
teur numérique indéterminé m (*). 

Il vieul ainsi 



{*) Il y nurnit, peut-être, un peu plus de sjmdtrie , niais pal pliii d« 
(éMéialité , k preudrc la louime des produits respectifs de cm deux équa- 
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Cette t'quation est d'iljnrd evidemmei 

imaginaires 



de valei 



lisfaîte par les 



s quatre systèmes 
aleiirs , soil réelles soit imaginaires , que donnent les ë(]uatioii9 
(c) , (c') , pour les coordonm'es ^ , y de leurs points communs (*). 
Eu outre , on peut toujours , dans la m^nie équation , disposer du 
facteur indétermïnë m , de manière (jue la courbe qu'elle exprime 
remplisse une autre condition quelconque , celle , par exemple , de 
passer par un point doum- ; ce qui fera que celte courbe remplira, 
en tout , cinq conditions distinctes. Or nue ligne du second ordre 
assujettie à remplir les cinq conditions dont il s'agit est complt^ 
teinent déterminée, puisque ces cinq conditions snlRscnt pour dé- 
terminer les rapports de l'un quelconque des coelliciens que ren- 
ferme son équation générale ans cinq aulres ; donc l'équatîon h la- 
quelle nous venons de parvenir ci-dessus peut effectivement repré- 
senter toute ligne du second ordre qui passe par les intersections 
des deux proposées (c) , (c') ou qui a avec elles les mêmes points 
d'intersection; ces points ou plutôt leurs coordonnées , déduites des 
équations (c) , (c') , pouvant être d'ailleurs indiffércmmcui réels 
ou imaginaires. 




tioni p»r deux mu1l!]>lir.atcurs X et V. Il est mnn!ft!ste, en effet, (|u'eit 
powiDt ensuite \=m>>' , ou retomberait sur le résultat (jui vient d'être ia. 
diqué. 

( Nnrt de CAuteur. ) 
(•) Il faut observer ici que, ai nne équation Aa second degré, en m 
et Yt ^^^ satisfaite par ces râleurs imngînntres x=/-4'£V~'' • xz^'f'-i-fi^ — i i 
elle le sera nécessairement aussi par leurs conjuguées «=/'—gV"~' > *=* 
— AV— ï. 

i Nolt dt l'Auttur. } 
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Mais 1 équation de celle troisième courbe (c") pcul aussi s'(!cnre 
comme il suil': 



A"I•■^-B"y'+^C"xy->c1D"x■^-^E"y+F"■. 



(c'O 



Exprimant donc (jn'elle est îilcntitjUQ avec la précfîdcnte , on aura 
ces six relations 

7nA¥A'=A" , mBA-B'=B" , mC+C'=C" , 

mD-^D'=D" , mE-^E'=E" , mF-\-F'^F" , 

signifiant que la coarbe (c") passe par hs points d'intersection 
des courbes (c), (c') , (/iiels qu'ils soient ; ou , ce qui reTienl au 
même , que les trois lignes du second ordre (c) , (c') , (c") , r/ip- 
jïortécs à deux axes tjuelconques Je coordonnées , ont les mimes 
points d'intersection, soit réels soit imaginaires. 

Au surplus , ces rdalions étant établies ri'latircmcrit au système 
d'axes de coordonui'es auxquels nos trois combes (c) , (c'; , (c") 
sont aciueUemeut rapportées, on peut aisément s'assurer, par lu 
transFuruiaiiou des coordonnées, que, si l'on passe de ce premier 
s^slèuie à tout autre, les mf'mes relations subsisteront, entre les 
coefi'cicns correspoudans des trois nouvelles équations qui repré- 
senteront (c) , (C) , (c") C). 



O eénérnlcmcnt , Irnîs lignes du second ordre (c) , (l'J , (-") , rappttr. 
ti5ei aui inCmcs aies quelcoiii]ues , ëtaat expriiui^ès jmr les trois ëqiutrot» 

fc^,.-^,. ■.—^'as^B/iy*^^C''xy-^:iV"x-{^^E"Y+F"=o , (r") 



aans !es^tf*lïès , 



« rieh âtw il leur gt-uifralile , un peut supposer tous 1«« 
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S- II. 

Ne considc^roiis présentement que la seule courbe (c) , donnée 
par l'c-^iiation 

Par un point (x'^') , pris à volonté sur le plan de celle courbe , soient 
menées deiii droites qui la coupent. Le sj'sti'me de ces deux droi- 
tes sera rcpréseuté par une équation du second degré de la forme 

^/(:r-x';+i3'(y-jO--|-2C',x_i')(y-y)=o, 



co'-niu iens entiers, si l'on peut trooTer trois mnltiplicateurs A| y , h" _, 
i|u'oii peut également «apposer entiers, poaitirsoa négatifs, tds tja'oD ait 

\A+X'A'+X"A"=o , aD+X'D'+X"D"=o , 

aB+x'B'+V'B"=o , >.£+x'E'+\"E"=o , 

AC+X'C'+X"C"=o , XF+A'F4-X"P'=o , 

11 e>il mnni Teste qn*Blors cliaciine de ces trois équaliona sern comporta par 
les (Iluk autres; <le telle sorte que > quelles que soient les ilcui d'entre 
«Iles que l'on combine, par Toie il'climinalton , on en tirera toujours les 
(juilre nittines sjslémes de valiiurs de je et j' i ce qui reiiunt à dire qiia 
les trois conrlies passent par les quatre niâmes points. 

Hi'ciproquemcnt, ai les trois courbes passent par les quatre marnes points , 
cliacnne des trois (iquatious {e) , (&) , (c") sera comportée par les deux 
«utrcs ; doi\ il suit dvidcn^mcnt qu'il devra être posïiLle de trouver trois 
■tultiplicnteun A , V , V , qui *ëriiîent les six rehlioof ci-desins. 

Or , que l'on rapporte ensuite les trois marnes courbes à un autre tjt^ 
Itme de coordonnées; elles seront toujours en mëuie situation les unes i 
l'égard des autres ; d'où il suit évidemment que lix relations leioblables aux 
prccédcatcs devront encore avoir lieu. 

J. D. C ■ 
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'A' t B' f O étant des coelliclens relatifs aus dîreciions de ces denx 
droites. Si l'on développe cette équation , elle devient 

>*'j!*+By>+aC'ay-aC^'«'+C>')«— a(B'r'+C'j:0r+^'*"+B'j'"+aC'a'j''=O. (C) 

Concevons nne autre couple de droites , joïgnatit les points de sec- 
tion des deux premières avec la courbe fc). Si l'on df^signe par 
(x",y") le point de concours 'le ces nouvelles droites, leur sys- 
tème sera (également expriiui^ par une équation unique de la forme 

dont le développement sera 

ji"ï«i4.B«y»+aC"je)'— 2C'i"*"+C':r"I«— aCB">''+C"j:'0/+^"i">+B';j'"*+aC"x'^"!Sïo . 

Mais , puisque les deux couples de droites exprimées par les équa- 
tions (C) , (C") ont avec la courbe proposée (c) quatre points com- 
muns , et qu'ainsi on peut considérer les équations (c) , (C') , fC") 
comme appartenant à trois lignes du second ordre qui ont les mê- 
mes points d'intersection ; il faut ( §. I. ) que , moyennant une dé- 
termination convenable du facteur m , on ait , entre les coefiicieD$ 
çocrespoudans de ces trois équations , les six relatioias suivantes : 

mA-\-A'=Â" , mB-\-B'=B" , mC+C'=C" , 

mD— (A'x'+ C'y') =::—{A"x"-{-C"y") , 

mE—{B'y'-^C'x')——{B'y^C"x'^ , 

mF-{^A'x''-\-By+20xy}=i {A"x"^'^B"j"^+:xC"x'fy'f) , 

par lesquelles on peut efTectivement déterminer les six inconnue» 
m , x" , y" , A" , B'f , C". 
il est aisé d'en déduire une équation entre les coordonnées ^^, 



H 



(OJ 
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jr" , da point de concours des deux droites (C) d^IiTr^ h la foi» 
des coefficiens À' , B' , C et A" , B" , C" , aussi bien que du fac- 
teur m. Il suffit pour cela de prendre la somme des produits re9~ 
pectifs des sis équations pr^ct'denles par x'x" , y'y" t ^^y"'^y'^' t 
s'-\-x" ■, y'-Yy" ^* '• On trouve ainsi, toutes réductions faites, 

iAx'-^Cf-\.B)x"-\-{By'-^Cx'-\.E)y"-ir{Bx'-\.Ey'-\-F)^o . (p) 

Comme cette dernière équation ne renferme x" , y" qu'au pre- 
mier dtgré , et qu'elle se trouve indépendante des coefficiens A' , 
B' f C , qui determîfient les directions des deux sécantes (C') , me- 
nées à la courbe (c) , par le point fisc ^x',y') ; il en résulte que, 
quelles que suiciit ces directions , le point de concours {x"^y") des 
deux cordes (C") , qui joignent les points de section de ces sécan- 
tes arbitraires, ne sortira pas d'une ligne droite donnée de posi- 
tion, et exprimée par IVqualion (p). On a donc le théorème suî- 
Taut ; 

Si , par un point Jixe , pris arbitrairement sur h plan ^unê 
ligné du second ordre , on mène à volonté deux droites qui la 
coupent , et <jue ton joigne , par deux cordes , un point de section de 
furu de ces sécantes ofcc un point de section dt Fautre , puis 
les deux autres points de section restants ; ces deux cordes auront 
toujours leur point de concours situé sur une certaine droite Jîxe y 
dont lu situation , à T égard de la courbe , est déterminée unique- 
ment par celle da point fixe d'où partent les sécantes arbitraires. 

A rau«L' de la relation remarquable qui esiale entre le point fixe 
et la dioile qu'il détermine , ce point a été appelé le pôle de cette 
droite , qui est dite à l'inverse , la polaire de ce point. De même 
que, le point fixe étant pris arbitrairement, on peut toujours dé- 
terminer une droite qui ail avec- lui la relation exprimée dans l'é- 
noncé du lliéori^mc , ou pont réciproquement , lorsque c'est la droite 
qui est donnée de position , déterminer le point qui est lié avec 
l'Ue par une pareille retaiiou. Il suQit, ea eÛVt , pour cela , d'exprî- 
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mer qtie l't^uation donaée de la droite dont il s'agit rentre dans 
l!^aation (p) de la polaire , ce qui conduira à deux «.'quattons de 
condition , desquelles on déduira les coordonnées du point (a;',y'), 

11 existe visiblement deux systèmes de cordes quï joignent les 
quatre points d'iulerseclïun de la courbe (c) avec les deux sécan- 
tes menées arbitrairement par le point fixe pris pour pôle. D'après 
le précédent tliéorème , le point .de concours des doux cordes du 
premier système et le point de concours de celles du second sout 
iiidistiiictemeut situés sur ta polaire du point lixe ; en sorte que la 
droite qui les joint coïncide avec celle polaire. On voit , en oulre , 
par la même construction , que la polaire de chacun des points de 
concours dont il s'a^t pasâe par le p6Ie proposé ; d'où il suit qoe , 
lorsijuun point est situé sur Une certaine ligne droite , sa potaire 
passe nécessairement par le pôle de cette droite , el que la droite 
<jui joint deux points pris à volonté sur le plan d'une ligne du se- 
cond ordre a son pôle à l'intersection des polaires de ces deux 
points. Donc , pour déterminer le pôle d'une droite donnée de po- 
sition , sur le plan d'une ligne du second ordre , il sujit de cons- 
truire les polaires de deux t^uelcone^ues des points de sa direction. 
Le pôle cherché sera à tinlcrsecLion de ces polaires. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède , que les deux sécan- 
tes menées ft la courbe par le pôle avaient des directions quelcon- 
ques. Or , il y a deux cas parlicnllors dans lesquels It-uis quatre 
points d'tnierseclion avec cette courbe se réduisent à deux seule- 
ment , et oîi , par suite , les deux systèmes de cordes qui joigueut 
ces quatre points se réduisent à un seul. 

Premièrement, si nous concevons que les deux sécantes arbitrai- 
res, partaut du pôle {x',y') , se rapprochent jusqu'i't se confondre 
eu une seule , l'un des systèmes de cordes disparaîtra , et l'autre 
se changera en une couple de tangentes menées à la courbe , par les 
extrémités de la corde înlerccplée. Mais le lliéorèiue général devant 
subsister dans tous les cas , il en résulte que ie point de concours 
de ces tangentes appartiendra à la polaire du poiat {x',y'). Donc,., 
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si , par un point pri» À volonté , sur le plan d'une ligne du second 
ordre , on lui mène une suite de sécantes , et ique , par les points 
d'intersection de chacune délies ai^ec la courbe , on mène à tétle 
courbe deux tangentes , prolongées jusqu'à leur point de concours; 
tous las points de concours des roupies de tangentes appartiendront 
à une même droite , polaire du point d'où les sécantes seront is- 
sues. rvéciprcMjuement, si ^ des dijferens points dune droite ^ me- 
née arhitrairement , sur le plan d'une ligne du second ordre , on 
mène à celte courbe une suite de couples de tangentes ; leurs cor- 
des de contact iront toutes concourir en un même point , pôle de 
la droite dont il s'agit. C'est de cett» propriéié particulière (jue 
les déiioitiinations de pôle et de polaire tirent leur origine. 

En second lieu, il peut arriver. que la polaire ne coupe pas la 
courbe ou qu'elle la coupe eu deux points. Dans ce dernier cas^ 
il est aisf! de voir que la droite tirée du pôle à l'uu quelconque 
des points d'intersection de la polaire avec la courbe ne peut avoir 
avec celte courbe que ce seul point commun j c'est-à-dire que , lors- 
que la polaire coupe la courbe , elle coïncide avec la corde de con" 
tact des dcus^ tangentes issues du pôle; proposition qui découle 
d'ailleurs des pri'cedentes. Au surplus le pôle est extérieur ou /n- 
lérieur à la courbe , suivant que la polaire la coupe ou ne la ren- 
contre pas. 

Observops encore que , dans le cas particulier où le pôle sérail 
pris sur la courbe elle-même, la polaire ne dilTi^rerait pas de la 
tangente en ce point ; en sorte que , si l'on prend, sur une ligna 
(c) du second ordre , un point quelconque ix',y^) , l'ëquatloa (p) 
sera celle de sa tangente en ce point. 

Pour revenir aux proprltîte's gi'nerales du pôle et de la polaire, 
nous allons rechercher quelle est la relation entre les quatre points 
df^terminëssur une droite menëe arbitrairement par le pôle ; savoir: 
ce pôle lui-même , l'intersection de celte droite avec la polaire , et 
ses deux intersections avec la courbe. Mais , auparavant , nous de- 
vons donner ici quelques notions et de'finilions prJIiui in aires. 
Tom. XVL 3S 
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sA.B. C.î>^ 



t distribués 



; points î 
uc iciîi; sonc que les distances AC, BG de deux A, B de ces points 
au truisièiue C , sont proportionnelles aux distances AO , BD des 
deux mi^ines points A , B au quatrième I) , de telle sorte qu'on ait 
— := — , on dit de celte droite au "elle est coupée harmonique' 
ment par ces quatre points qui sont dits eux-mOmes des points har- 
monlfjues. Les deux premiers A, B sont dits conjugués l'un à l'au- 
tre , par rapport aux deux autres C, D , qui sont dits pareillemeal 
conjugués par rapport aux premiers ; attendu que notre proportion 



peut être écrite ainsi 



CB 



. De deux pointa conjugués, l'un 



est toujours situé entre les deux autres et l'autre sur le prolonge- 
ment de l'intervalle qui les sépare. Trois de ces points donnés de 
position déterminent toujours le quatrième ; et , si l'un d eux s'é- 
loigne i\ l'infini , sofi conjugué est alors au milieu de l'intervalle 
qui sépare les deux autres (*). 

Supposons , peur fixer les idées , que le point A soit extérieur 
h CD , et que le point B lui soil iutérieur , comme ou le Tott 
dans la figure \ 



la proportion ij7r= tttt- pourra être écrite ainsi 



(•) On renconti-e un exemple très-familier de quatre points distribuai io 
U sorte dans les centres de deac cercles , le point de concours de leur* 
tangentes communu'i estencurcs, et le point de coucours de leur* tangentea 
communes intérieures. 

En général, si l'on cherche sur une droite un point dont les distnncet 
il deui points donnas de cette droite soient entre elles dans un rapport 



1 
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BC *D— AB ' 

d'où, en chassant les déno^uinateurs , dëreloppapt et transposant 

AB(AD— AB4-BC)=aBC.AD 

c'est-à-dire p 

AB.CD=2BC.AD ; 

«t, comme on a BC.AD=AC.BD, on pourra Â:rire 

AB.CD=3AC.BD=aBC.AD . 

De cette dernière ^uation on tire 

aAC.BD=CD(AC+BC) , 



ou bien 
i-olk 



AC(3BD— CD)=BC.CD 



AC 



CD 



BC 3BD— CD 
mais , si I est le milieu de l'intervalle CD , on pourra écrire 



AC 



iCI 



CI CI 



BC aBD— îlD BD— ID Bl 
et l'on aura aussi 



donne t le problème aura deux solutions , et alors les deux points donnés 
et les deux points qui rësoudront le problème seront quatre points bar- 
moni<|aes, 

/. O. G. 
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3AC.BD=CD.(Ap— BD) 

oa bien 

BD(a AC+CD) = AD.CD 

d'où 

AD _ lAC+CP _ aAC+aCI _ AC+CI _ AI 
BD CD ~ aCI a ""CI * 

On a donc d'après cela 

AC CI AD _ Al 

BC ~~ BÏ * BD "" CÏ • 

puis donc que les premiers membres de ces deux équations sont 
égaux 9 on aura , en égalant leurs seconds membres » 



Cl'=AIJ[I ; 



•t ensuite , en éliminant CI 



AI AC AD AC* AD* 



Bl BC * BD r-» ^rr» * 

BC BD 

Si l'on fait AD=x , KÇ,-x" et AD=*/, équation 4? » 4^ 

'' BC BD 

deviendra - = — — ; ce Q^i donne, toutes réductions faites i 

Cela posé, transportons , pour plus de simplicité, au pôle TorU 
gine qui est arbitraire , en prenant pour axe des x une droite quel* 



< 
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conque passant par ce pôle, nous aurons ainsi j?^=o, J^^o , et 
l'équation de la polaire deviendra simplement 

Dx-^Ey+F=o , 

de sorte que l'abscisse de son intersection avec l'axe des x sera 
donnée par la formule • 

F 

quant aux intersections de la courbe avec le même axe , elles se* 
ront données par Téquation 

^jr*+ai)ar4-/^=:o , 

de sorte qu'en désignant par x\ ^"^les distances de ces intersec- 
tions à Torigine , on aura 

aO F 

■ 
• m 

On aura » d'après cela 
et 9 par suite 

r 

propriété caractéristique de quatre points harmoniques; de sorte, 
que toute sécante menée par le pâle est dhisée harmàniquement par 
ce pôle , par sa polaire et par la courbe (*). 



9 « 



C^) On peut te demander ici ce que deylent la reUtiop harmonise dont 
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§. III. 

Comme le système de deux droites , tracées sur un plan , fait 
partie des lignes du second ordre , nous pouvons y appliquer les 
résultats precédens. 



il a'sgit , pour celles des droites issues da pâle qui ne coupent pas la courbe. 
La réponse à cette qucstîoo se trouve d.ins les consîdérntîons suirantes. 
. 5oit une. ligne du second ordre et une droite , tracées sur nn mime 
plan , et donniïes pnr leurs équations. Sî l'on cherche, par Tanalise , leui^ 
poinis d'intersection ; en désignant par (^^j) l'un quelconque d'entre eux , 
on tronvcra , pour ddlerminer la coordonnée x , une (équation du second 
degré dont les cocfCcicns seront toujours réels. Suivant que les dcni ra- 
cines de cette équatiou seront réelles ou imaginaires , les valeurs corres- 
pondantes de l'autre coordonnée y seront aussi réelles ou imaginaires. Dans 
te premier cas , In droite coupera eifecliTeuient la courbe i dans le second, 
elle uc la coupera pas, et ses points d'intersection »Tec elle seront imagf- 
nairei. 

Quoi qu'il en soit , il suit de la nature de l'équation du second degrtt 
qifi donne les coordonnées de ces points d'intersection parallèles à un mfme 
axe, qu'on aura , dans l'un et l'autre cai , des TaTtura r((f//« pour la fomraa 
et pour le produit de ces de un coordonnées. On observera que ceeta lieu , 
en particulier, lorsque les abscisses sont comptées sur la droite proposés 
■ èUe-mÈme. 

En supposant que les deux points de section existent en réilité , conce. 
TOns un antre point P , lié à ceux-là par une dépendance symétrique ; 
de telle sorte que les coordonnées de ce point P soient des fonctions sy- 
métriques de celles qui appartiennent aux deux premiers ; ces fonctions pour- 
ront donc ôtre exprimées uniquement au moyen des somme et produit 
dont il vient d'Mre question ; elles devront conséquemment coneerver tleS 
valeurs réelles , lors mânie que les coordonnées des points d'intersection se- 
ront devenues imaginaires. IL suit de Vi que Le point P , en tant qu'il est 
déterminé par ses coordonnées , et que ces coordonnées ont pour exprès» 
sion les fonctions symétriques dont il s'agit, demeure réel et constructible, 
lors même que les deux points d'intersection passent du réel à L'imagi- 
naire; biea qu'alors ce point P ne puisse plus être construit au ffloyeu 



1^ 
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Et d'abord si Ton coupe un angle fixe par deux sècaittes ar- 
bitraires issues d'un même point fixe du plan de cet angle ; et ijue 
ton loigne les points d'intersection des deux sécantes avec les deux 
côtés de langle par deux nouvelles droites ; ces dernières con^ 
courront toujours sur une certaine droite fixe , dont la situation 
ne dépendra unitjuement que de celle du point fixe par rapport à 



de> conditions graphiques par lesquelles il était d'abord lié aux deux aalFci, 
ceux-ci ayant disparu. Il n'j aura ceptinduot aucun inconvénient à lui con- 
server sa dénomiaatioa ou dëlioition primitive. 

C'est ainsi ^ par eiemple , que le milieu de la corde intercepté fur uns 
droite, por son intersection avec une ligne du second ordre, est an point 
toujours réel et assignable , lors uiËme que la droite ne coupe plus U courfie \. 
c'est-à-dire , lorsque les deux, extrémités de la corde intercuptéu sont de- 
venues iruaginaires. Ce milieu est déterminé, dans tous les cas, par U 
rencontre de CJtte droîtc avec le conjugué du dianiùtre qui lui est paral- 
lèle. De mfnic , le conjugué harmonique d'un point donné s.ur la méni« 
droite , par rapport à ses deux poiuts d'interjection imagini-ircs avec la 
courbe, est toujours cbustrucliLle, nu moyen de la relation ax'x"=x{x'-\-x") , 
dans laquelle le point donné est pris pour origine des ar , et où x est sa di^ 
tance au point cherclic , parce que x,''\-x" et x'x" sont réels , lors mSme 
que »' et x" sont tm-iginairei , puisqu'ils sont alors de la forme 3^^ip-\.ifyj-^i 
et s"^> — tf^^i. Il est aussi donné grapbiquenient par l'intersection de la 
droite donnée avec la poluirc du point ilonné ; et il n'en faut pas davan. 
tage ponr comprendre coinnient , dans un groupe harmonique , deux points 
conjugués peuvent être réels, bien que les deux autres soient imaginaires'. 

Les reniarr]ues qui précèdent doivent £tre étendues aux intersections 
des lignes droites avec les courbes de tous les degrés. Il ne faut jamais 
les perdre de vue, parce qu'elles sont nécessaires pour donner aux rela- 
tions que fournit la théorie des transversales et à d'autres relations que 
■ous ferons connaître par la suite, toute la généralité convenable. On ne' 
doit pas d'ailleurs les conTondrc n>ec les considérations de M. Poupelet 
sur U loi de continuité. La distinction en ■ été déjà faite , avec suia . 
par M. C^uchy , dans son rapport ihiiéré au tome XI.' des AnnaJti ( pag. 
C9 } «t placé depuis en t£le du TraiU dit Propriétés projectivrs deijigurtt. 
( ^ott de VAuttur, ) 
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Fangle dont il s'agit. Cette droite qu'on pourra appeler la polaire 
du point Jixe , passera ét'idemment par le sommet de fangle, 

La construction qui donne un point quelconque de cette polaire 
fait voir (|ue ce point est y à son tour , le pôle de la droite qui 
joint le sommet de l'angle au pôle primitif, de sorte que toute 
droite menée par ce nouveau pôie est coupée harmoniqnement par 
ce point lui-même , par sa polaire et par les deux côle's de l'angle. 
De li\ résultent deux conséquences ; premièrement , les dijfèrens- 
points d'une droite menée arbitrairement par le sommet d'un an- 
gle et dans son plan , n'ont qu'une seule et même polaire située 
dans ce plan , et passant comme elle par le sommet de l'angle ; 
en second lieu , si quatre droites , issues d'un même point et com- 
prises dans un même plan , sont tellement dirigées qu'elles divi- 
sent harmoniquement une seule droite tracée dans ce plan , elles 
diviseront aussi harmoniquement toute autre droite qu'on voudra 
tracer dans le même plan. A cause de cette propriété , l'ensemble 
de ces quatre droites est appelé faisceau harmonique. Elles sont 
conjuguées deux, à deux , comme les points d'iui groupe harmoni- 
que. 

On doit observer que , si un Jaisceau harmonique est coupé par 
une parallèle à lune des droites qui le compose , la conjuguée de 
cette droite passera par le milieu de la portion de parallèle in- 
terceptée entre les deux autres. En particulier , si deux des droi- 
tes du faisceau , conjuguées entre elles t sont perpendiculaires f une 
à Tautre , elles dii>iseront en deux parties égales les quatre angles 
formés par les deux autres. 

Démontrons présentement que , si quatre droites issues d'un même 
point , forment un faisceau harmonique , les sinus des angles que 
formera Vune d'elles avec les deux qui ne lui sont pas conjuguée! , 
seront proportionnels au sinus des angles que formera la droite 
restante avec les deux mimes droites , et réciproquement* 



/ 
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B 



D 




Soient , comme ci-dessus , les quatre points harmoniques A » 
B, C, D; les deux premiers conjugués Tun à Tautre, ainsi que 

les deux derniers , en sorte qu'on ait , comme alors --=— =3 <— -- 

D'un point quelconque S , hors de leur direction , soient menées 
à ces quatre points les droites SA , SB , SG , SD 1 qui formeront 
un faisceau harmonique , dans lequel les deux premières droites ^ 
ainsi que les deux dernières , seront conjuguées Tune à l'autre. 
En vertu de la proportionnalité des sinus des angles des triangles 
aux côtés qui leur sont opposés , on aura 



AC _ Sin.ASC 
AS "" SiD^CS ' 



BC SinBSC 

BS ~ Sin.BCS 



d'où » à cause de Sin ACS=sSin.BÔS , 







AC AS Sîn.ASC 
BC BS Sin.BSC 


1 

et 9 eb suite ^ 






AD 




Sin.ASD BD 


AS 


* 


SiQ.AI>S ' BS ' 



Sm.BSD 
Siii.BDS 



> 



d'oài, à cause de Sin ADS = Sin.BDS , 
Tom. XVI 
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nfin , à cause de ■-— ^ — - 



Siu.USC SiuJtSD 



eommc nous t'avions annonce. Il sera aisé de prouver , d'après cela, 
que , rtciproquemenl , si cette dernière relation a lieu , on aara 

aussi — = el que , par conséquent , les droites SA , SB , SG. 

SD formeront un faisceau harmonique. On pourrait, au surplus » 
simplifier l'une et l'antre démonstrnliuns , en supposant la sécante 
paralK'le ù une des droites du faisceau. 

Ou nomme tjuadrUatère complet , le sysième de quatre droites 
indéCntes tracées sur un mOme plan , de manière que trois d'en- 
tre elles ne concourent pas en un mi'nie point. Ces quatre droi- 
tes sont dites les cMés du quadrilatère , lesquels se coupunt en six 
pninis tels qu'il y en a toujours trois sur chacun d'eux. Ces points 
sont dits les somme/s an quadrilatù-re ; et les droites, au nombre 
de trois, qui joignent un sommet à un autre , qui n'appartient pas 
au même côté , en sont dites les diagonales. 

Il est aise' de conclure de ces délinitions et de ce qui a éxé dit 
cî-dessus que , dans tout quadrilatère complet , les extrémités de 
lune {juelconijue des trois diagonales et les deux points où sa di' 
reclion eH coupée par celles des deux autres sont quatre points 
harmoniques. On conclut de là le moyen de construire , avec la 
règle seulement , le quatrième harmonique de trois points doun^ 
Soient en eflet A,B,C ces trois points, A et B étant conjugués 
l'un ù l'autre. Par A et B soient menées arbitrairement deux droi- 
tes coucouraot en £ , et soit meuée CE ; par A soit enoure me- 
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née rarbitrairc AF , coupant CE et BE en G et F ; soit enfin 
menée BG , coupant AE en H ; si alors on mène Fil , son pi>int 
U d'intersection avec AB sera le quatrième harmonique cherché. 
On pourra donc aussi construire tout aussi facilement le quatrième 
harinoiiique de trois droites données. 

Si , en particurifr , detu des trois diagonales du qnadrilatùre 
complet sont parallèles entre elles, chacune d'elles sera divisi'e en 
deux parties égales par la troisième ; ce qui revient à dire que , 
dans un tra/ièze , lu droite qui joint le point de concours des deux 
côtés non parallèles au point de concours des deux diagonales , passe 
par les milieux des deux côtés parallèles. On déduit de U i." le 
rnoyen de diviser une droite , avec la rôgle seulement , en deux 
parties égules , pourvu qu'on ait une seule droite parallèle l\ celle- 
li\ ; 2." le moyen de mener par un point donné, avec la règle se u- 
lenient , une parallèle à une droite donnée, pourVu qu'on ait sur 
cette droite trois points éqnidistans. 

On peut encore remarquer que , dans un trapèze , h point de. 
eoncours des deux diagonales , le point de concours des deux eS- 
tès non parallèles et les milieux des deux côtés parallèles sont 
quatre points harmoniqucment distribués sur une même droite. 

' §. IV. 



II serait facile, en suivant une marche purement géométriqne , 
de déduire imuiédiaiement de la théorie des pôles et polaires ex- 
posée ci-dessus ( §. IL ) , toutes les définitions et propriétés con- 
nues du centre , des diamètres , des axes et des asymptotes des 
lignes du second ordre ; mais il nous paraît préférable de traiter 
ce sujet analiliquemenl. Retournons doue à ta courbe (c) , pour 
examiner les diverses positions que peuvent prendre, sur sod plan, 
le pôle (x',y') et ta polaire (p). 

Cherchons d'abord s'il est une position du pôle pour latpielle 
la polaire passe toute entière k t'iuSui. Il faudra , pour cela , que 
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les quïiniit(?s qui miillipllent J^ et y dans i'i?qualîon (p) de cotte 

polaire, soient st'parément «égales à zéro ; car autrement la droite 

représentée par celle équatiun pourrait être construite et par suite 

accessUtIc , dans une partie de son cours. Posons donc , à la fois 




jB'/-fC:r'+£:=o , 



(C) 



Comme ces deux équations , qui dél<^rmlnent les coordoniie'es in- 
connues x\y y ne sont que da premier degrt!, on voit qu'en gé- 
néral , // y a sur le plan d'une ligne du second ordre , un point 
uniijuf dont la polaire est toute entière à T infini-, conséquemment , 
ee point est le milieu commun de toutes les cordes qui y passent ; 
les tangentes menées à la courbe , par les extrémités de chacune 
de ces cordes sont parallèles entre elles : et il en est de même des 
droites <jui joignent les extrémités de ces mêmes cordes , prises deux 
à deux. 

Le point qui jouit de ces propriétés , et dont les coordonnées 
sont déterminées par les équations (C) , est ce qu'on nomme le 
centre de la courbe. Au surplus , la ligne du second ordre pro- 
posée peut être telle que son centre soit à l'infini , ou qu'elle ait 
une infinité de centres, distribués sur une même droite donnée de 
position. 

Par une supposition inverse de la prwédeute j concevons que 
le pùle C-f'iy) s'éloigne à l'iniini , en purcouiant une droite donnés 
par l'équation y = mx-{'g , tellement qu'on ail 

y'=m:^-^g . 
Si l'on met cette valeur de y dans l'équation (p) et qu'on / pose 
ensuite x' infini , elle deviendra 



1 



4 



En l'écrivant sous cette forme 



(à) 
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on voit que , quel que soit m , la droite qu'elle représente passe par 
le point dont k'S coordoniu'cs :r',Y' sont déterminées par les l'qua- 
tions (C^ Coraine d'ailleurs, dans le cas présent, toutes les si'can- 
tdS partant du pôle se cliangeut eu un système de droites parallclef 
entre elles et h la droite y-=:mx~\-g ; il en résulte ce théo- 
rème : Si ton inscrit ù une ligne du second ordre une suiie de 
cordes parallèles à une droite de position arbitraire , les milieux 
de ces cordes ^ les points de concours des tangentes à la courbe me- 
nées par les extrémités de chacune d'elles et les droites <jui join- 
dront les extrémités des mêmes droites , prises deux à deux , ap^ 
particndront toutes à une même ligne droite , passant par le cen- 
tre de la courbe. Celte droite est appelée un diamètre de la courbe. 
Supposons son équation (dj mise sous la forme 

y=m'x-\-g* ; 



nous aurons 



m'=— 



-*4.Cm 



C+Bm ' 

e'est-à-dire , 

ji+C(m+m'j-^-Bmm'=:o . 

Celte équation étant sjTiiétrique en m et m' , on en peut conclure 
que toutes les cordes d'une ligne du second ordre parallèles à l'un 
fuelcon^ae de ses diamètres ont leurs milieux sur un autre diamètre 
tel ^ue , réciproquement, toutes les cordes gui lui sont parallèles 
ont leurs milieux sur le premier. On nomme diamètres conjugués 
deux diamètres qui ont entre eu:: une semblable corrélation. Non 
seulement toute ligne du second ordre a me infinité de systèmes 
de diamètres conjugués , mais encore ou voit que tout diamètre 
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^vne ligne du second ordre est nécessairement conjugué à un eu-* 
Ire diamètre de la courbe. Si l'on mène , par le centre , deux dia- 
mètres quelconques , leurs cxlrémitJs seronl les sommels d'iiD pa- 
rallélogramme doiil les côIl's opposés serout respective ment paral- 
lèles à deux dininètres conjugues de la courbe, t-t divist's par c« 
diiiinètres en deux parties égales. En particulier , si l'on décril du 
centre, avec un rayon arbitraire, un cercle coupant la courbe en 
quatre points , ces quatre points seront les sommets d'un rectangle 
dont les côtés seront parallèles aux deux diamètres principaux ou 
ûxes de celte courbe. 

Nous avons trouvé que , si y=^mx-\-g est l'équation d'un dia- 
mètre , celle de son conjugué pourrait prendre la forme 

Ax'\.Cy^l)\'m{By-\-Cx^E)=.o . 

Si l'on suppose le premier diamètre parallèle soit à l'axe des x 
soit à l'axe des ^, en faisant tour-à-tour m=o , nr=-— , l'é^ua- 



ûoo de son conjugué deviendra successivement 



AxJç-Cy-\-D^o . f 
By-ifCx-^-E^o . ( 



(e) 



Ces deux équations appartiennent donc aux deux diamètres dont 
les conjugués sont parallèles , l'un il Taxe des x et l'autre à l'as^ , 
des y. En supposant le premier diamètre y=mx-^g parallèle à 
l'axe des jt, si l'on veut que son conjugué, dont réquation est 
alors 

Ax+Cy-^D=o . 

soit parallèle & l'axe des y , il faudra nécessairement qu'on ait , 
dans son équation , et conséquemment dans celle (c) de ta courbe 
C — o ; condusiou qu'on tirerait également des deux équations (e), 



À 
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ço exprimant que les diaraùlres quolk; représente sont parallèles aut 
«xes des xetdcsr, respeclivement. Ainsi le parallélisme des axes 
à deux diamètres conjugués tjuehomptfs a la propriété de priver 
Témtation de la courbe du terme tjui renferme le produit des deux 
coordonnées. Il est aisé de voir , en tmire, ([n'eUe ne peut être pri- 
vée de ce lerme qne sous cette condition. 

Si l'origine élait idacée au centre de la courbe, les équations 
(C) , dans lesquelles x' , y' sont les coordonnées de ce centre , de- 
vraient avoir lieu , dans la supposition de ^=0 , y'=o : on au- 
rait donc D = o, E=o; ainsi la situation de l'origine des caor- 
donaécs au centre jouit de la propriété de priver rétfualion de la 
courbe des termes ^uï renferment les premières puissances des deux 
variables , el on voit aussi t^yCelle en jouit exclusivement. 

Si donc on prend pour axes des coordonnt^es deux diamètres 
conjiigui^s quelconques, l'équation de la courbe se réduira Â cette 
Coroie très-simple 

ax*-\-by''-\~f^o , 

sons laquelle la discussion ultérieure de cette courbe devient ex- 
trêmement facile. 

A la vérité , cette forme ne pourrait plus avoir lieu , si la courbe 
n'avait pas de centre , ce qui arrive lorsqu'on a C — AB=o ; mais , 
en prenant pour axes un diamètre quelconque et la tangente à l'une, 
de ses extrémités, tangente parallèle au conjugué de ce diamètre, j. 
on pourra toujours présenter l'équation de la courbe sous cette forme 

ax*'^by'-i-zdx=o ; 

jpù convient également aux lignes du second ordre qui ont un cen- 
tre et it celles qui en sont dépourvues. 

Maintenant , si l'on prend , sur l'axe des ;r , un point quelconque 
dgnt ^' soit la distance 1 l'origine , sa polaire , dont i'équaliun sera 
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ae iroiivera ainsi parallèle à l'axe des y, c'esl-à-dire que foui point 
pris sur le plan d'une ligne du second ordre a sa polaire parallèle 
au conjugué du diamètre ^jui passe par ce point et réciprot/uement. 
LVqiialion actuelle «le la courbe , lorqu'on y faii y^o , donne 
la longueur du diamètre dont la direction coïncide avec l'axe des 
*. Celle longueur dlanl désignée par 3£, c sera l'aljcisse du cen- 
tre , et l'on aura 

ac-\-d=o . 
En cons(!quence l'e'qnalion {ax'-\-d)x-\'dx'=o , devient 



(X'-C): 



(»/_,J(x_J)=^- 



de sorte que la moitié du diamètre dont la direction passe par le 
pôle est moyenne proportionnelle entre les deux segmens . que le 
pôle et la polaire forment sur ce diamètre , à partir du centre i 
propriété qui résulte d'ailleurs ( §. II ) de ce que le pôle et ta 
poldiie ccujieiit harmoniquement le diaraî-tre dont il s'agit. 

Dans le cas de la parabole , qui n'a pas de centre, et pour la- 
quelle û=o , l'éqnaiion de la polaire se réduit à x-\-x'f=o , pn 
sorte que , dans la parabole , la portion de diamètre compris en- 
trj un point et sa polaire , est coupée par la courbe en deux par- 
ties égales. 

§• ^- 

Soient a , i , c , d quatre points pris arbitrairement sur le plan 
d'une ligne du second ordre ; et soient respectivement e ^ Xi g le* 
points de concours de ab ei cd , ac et hd^ ad et bc. 

Par ces quatre points soient menées à la courbe des tangentes 
que nous désignerons respecttrement par À, B, C , D. En convenant 
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•signer gi^neralemenl par (P, Q) l'intersection de deux droites 
ignées par P et Q j repr(^seiitons par E , F , G les droites qiu 
joignent le point f A , H) au point (C , D) , It- point (A , C) an point 
(B, D), et enfin le point (A, D) au point (B,C) : lions aurons uitist 
deux quadrilatères, l'un inscrit et l'autre circonscrit à la courli^ï ; 
de telle sorte que les sonimct5 de l'iiiscrtl seront les points de con- 
tact du circonscrit. 

Les points (A , B) , (A , C) , (B , C) , (A , D) , fB , D) , (C , D) 
seront les pôles respectifs des droites ah , ac , bc , ad y hd , cd.Or , 
il résulte de W \° que la droite E contiendra les points f et ^, 
que la droite F contiendra les points g et e , et que la droite G 
contiendra les points e et J"; 3.° que les droites F et G concour- 
ront en e , les droites G et E en y, et les droites E et F en ^ ; 
3." que chaque côté du quadrilatère circonscrit sera coiipt^ harmo 
niqnement par sou opposé et par son point de contact avec la courbe ; 
^." enfin que les quatre droites qui passeront par chacun des som- 
mets du quadrilatère inscrit formeront un faisceau harmoilîque. 

De li il est facile de conclure que, lorstjue deux (quadrilatères 
sont tun inscrit et fautre circonscrit à une ligne du second or- 
dre , de telle sorte fjue les sommets de l'inscrit sont les poifits de ron~ 
tact du circonscrit ; 1 ' les diagonales des deux quadrilatères se 
coupent toutes quatre en un même point , où elles firrment un fais- 
ceau harmonique ; 2." les points de concours des directions des cô- 
tés opposés sont tous quatre harmoniquement distribués sur une 
mime droite , polaire du point de concours des quatre diagonales ; 
3." chaque diagonale du quadrilatère circonscrit concourt aicc deux 
côtés opposés de l'inscrit , et forme , o^'cc ces cfités et la droite qui 
joint leurs points de concours , un faisceau harmonique ; au , en 
d'autres termes , chaque point de concours de deux côtés opposés 
du quadrilatère inscrit est en ligne droite avec deux sommets op- 
posés du circonscrit , et forme , avec ces sommets et ïe point de con- 
cours des quatre diagonales , un système de quatre points harmo- 
niques, 

Tom. Xri. . 38 
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Ij résulte tic ces proprii-U-s des (jiiadrilatères inscrit et circonscrit h 
tinc m^-uie ligne du SL>coiid ordre , sous la condition indiquée , que , 
« l'on doiuié quatre points de la courbe et la tangente en l'un 
d'eux , ou bien quatre tangentes à la courbe et le point de con- 
tact de l'une d'elles, ou obtiendra de suite, par des constructions 
qui u'i'xigeront que le simple usage de la règle , goit les tangentes 
aux trois autres points, soit les points de contact des trots autres 
tangentes. Plus geiiéralomeiit , toutes les fois que l'on connaîtra, 
dans la IJgure, des életnens eti nombre sulïïsant pour déterminer les 
deux quadrilatères et la courbe à laquelle ils doivent ^Ire inscrit . 
et circonscrit , on pourra toujours se servir' de ces données pour 
acliever de construire ces deux quadrilatères, sans que la courbe 
soit d(!crile. 

Donc toutes les fois qu'on sera parvenu à la cnnnaissance de deux 
tangentes et de leurs points de contact, et qu'on aura en outre un 
troisième point ou une truisièine tangente quelconque de la courbe , 
on sera en état d en construire , en n'employant que la règle seule- 
ment, laul d antres points ou tant d'autres tangentes qu'on voudra. 

Suit, en eflet , ï." A>IG l'angle des deux tangentes, soient A 
et C leurs 'points de contact; et soil B un troisième point quel- 
conque de la courbe Par le souimot M "de l'angle dos deux tan- 
gentes , soit menée une droite arbitraire et indéfinie, coupée par 
AC en P et par BC en Q. Soient menées PC et QA , se coupant 
en D ; ce point D sera un quatrième point de la conrbe ; et, à cause 
de rindélerniiuation de la direction de MP , on pouixa , en VartiJ'Ot 
celte direction, déterminer tant d'autres points D de celte courbe 
qu'on voudra. Menant alors les deux diagonales AC , BD du qua- 
drilatère inscrit, se coupant en O ; la droite PO déterminera, sur 
les tangentes MA , MC , deux sommets opposés E , G du quadri- 
latère circonscrit , tandis que la droite QO délermifiera , sur éeà 
deux marnes droites, les deux autres sommets opposés F, H de ce 
niCuie quadrilatère. On aura donc ainsi quatre points de la courbe 
et les tangentes en ces quatre points ; et on pourra ainsi detcliuii 
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nef tant de points de cette courbe et tant de tangentes qu'un voudra. 

a.* Soit AFGC le polygone ouvert formé par trois tangentes con- 
sécutives , et soient A et C les points de contact des deux tangen- 
tes extrêmes. Soil menée AC, sur la direction de laqnelle soit pris 
arbitrairement ur point O. En menant FO , curicoururit avec GC 
en H et GO , concourant avec FA en E , la droite EH sera une 
quatrième tangente; et, h cotise de l'indélermination du point O 
5ur AG , on pourra, en variant sa position, déterminer tant d'au- 
tres tangentes LH à \a courbe qu'on voudra. Menant alors Glt et 
EF , concourant en JVI , puis FG et F,H , concourant en N , et 
enfin EG cl FH , coupant MN en P et Q ; l'intersection B de 
PG avec PA ou iK". sera le point de contact de celle tangente ; 
et l'iniersectioa D de EII avec PC ou QA sera le point de con- 
tact de son opposite. On aura donc ainsi quatre langonles ù la courbe 
et leurs points de contact; et ion pourra ainsi avoir autant de tan- 
gentes A cette courbe et autant de points de son périuiLlre qu'on 
voudra. 

En considérant que PQ , qui joint les points de concours P et 
Q des directions des côtés opposés du quadrilatère inscrit , contient 
les pôles M et N de ses deux diagonales , on reconnait que , si 
l'on fiit varier ce quadrilatère inscrit de'lelle sorte que, ses som- 
mets opposés A et C demeurant fixes, sa diagonale BD prenne tou- 
tes les situations qu'on voudra, cette droite PQ demeurera assu- 
jettie k passer constamment par le pôle M de la diagonale AC ; 
c'est-à-dire , que , si Fan inscrit à une ligne du second ordre 
une suite de é^uadrilatèrcs ayant deux cAlàs opposés communs , les 
droites (jui joindront les deux points de concours des directions 
Je leurs côtés opposés , iront toutes concourir en un même point 
'fixe , p^le de Uur diagonah commune. 

De même , en considérant que le point O de concours des diago- 
nales du quadrilatère circonscrit est sur la droite AG qui joint les 
points de contact de la courbe avec les deux côtés opposés EF et 
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GII , et qui a son pôle au point de concours M de ces deux c6- 
t^s ; on eu conclura que, ces inêines côtés restant Cics , si les 
deux autres varient d'une manière quelconque, en demeurant d'ail- 
leurs constamment tangens à la courbe , l'intersection O des deux 
diagonales ne sortira pa:î de la polaire AC du point M; c'esl-à- 
dire , que , si fort circoncrit à une ligne du second ordre une suite 
de tjuadrilatéres , dont deux côtés opposés soient de direction in- 
variable , les diagonales de ces quadrilatères se couperont cons- 
tamment sur une même droite , polaire du point de concours des 
deux côtés communs à tous. 

De h\ nous tirerons quelques conséquences qui méritent d'être 
remarquées. 

Il est connu , et nous aurons occasion de le prouver plus tard, 
qu'étant donnés cinq points quelconques , sur un plan , il existe 
toujours une ligne du second ordre qui passe par ces cinq points. 
-Supposons donc cette courbe décrite , en sorte que les cinq points se 
trouvent sur son périmètre ; si de trois quelconques de ces points 
on mène aux deux autres trois couples de droites; en combinant 
ces couples deux i deui , ou formera trois quadrilatères simples , 
inscrits à la courbe, et a^nnt deux sommets opposés communs ou 
tiiie diagonale commune! donc, suivant ce qui a été établi ci- des- 
sus , les droites joignant les points de concours de leurs côtés op- 
posés , iront concourir toutes trois en un même point , pôle de cette 
diagonale commune. Ainsi dn^ points étant pris, à volonté, sur 
un plan , si de trois quelconques de ces points on mène aux deux 
autres trois couples de droites; en prenant ces couples deux à deux , 
on aura trois quadrilatères simples tels que les droites joignant 
les points de concours des directions de leurs côtés opposés iront 
toutes trois concourir en un même point. En outre , ce point sera , 
relativement à la ligne du second ordre qu'on peut toujours foire 
passer par Us cinq points donnés , le pôle de la diagonale com- 
mune aux trois quadrilatères. 

Si foD suppose que les deux extrémités de la diagonale corn- 
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mime sVUoignent <\ riiilîiii , en parcourant doux droites fixes indii- 
finies, donnw'S de posUiun , on conclura de ce tliëorùme le corol- 
laire suivant ; Si , sur /es trois côtés d'un triangle tjuelconque , 
pris tour à tour pour diagonales , on construit trois paralfi lo- 
grammes , dont les côtés soient rcspectii^ement parallèles à deux d oi- 
tes (quelconques , données de position ; les trois autres diagonales 
de ces parallélogrammes iront concourir en un même point , centre 
dune hyperbole circonscrite au triangle et ayant ses asymptotes 
parallèles aux deux droites données de position (*). 

On di' montrera par des considérations anaingnes cet autre thco- 
rènie ; Cinq droites étant tracées 'arbitrairement sur un plan , si 
l'on conçoit trois quadrilatères simples , ayant à la fois deux côtés 
opposés qui coïncident , pour la direction , avec deux de ces droites , 
et dont les autres côtés ne soient autre chose que les trois droites 
restantes prises deux à deux ; les points de concours des diago- 
nales de ces trois quadrilatères appartiendront tous trois à une 
même droite. En outre , cette droite sera , relativement à la ligne 
du second ordre qui touchera les cinq droites données , la polaire 
du point de concours des deux d'entre elles qu'on aura prise pour 
direction commune des deux, côtés opposés des trois quadrilatères. 

Il suit de li «ju'ayaiit sur un plati ,cinq points d'une ligne du 
second ordre ou cinq tangentes à cette courbe, on peut loiiinnrs , 
eu n'employant d'autre insirument que la règle , déterminer !>itnul- 
lanemeiil soit les tangentes en deux de ces points , soit les points 
de contact de deux de ces tangentes ; après quoi la construction 
tle la courlie pourra s'ucliever cumnic on l'a fait Tuîr ci- dessus. 



( La suile à un prochain numéro. ) 



(*} Cest le théorème J« la pag. io3 tlu toiu. XV. 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Développement remarquable des racines et des 

logarithmes; 

Par M. L. C. Bouvier , ex- officier du génie , ancieii élève 

de l'école -polytechnique. 



OoiT posé 



*ii, ' 



:=^ , d'où .=fy ^^. « ^.= fy^ = 



c'est-i-dire , 



y/^p'..(.-z)r" (.) 



En remarquant que z=i— (i — z) , on aura 



gZz=ii (i— z) (^— -2) T (i— -2)^— .•-; 

^^ mi> m/i amn ^ mn omn omn 



On a d'ailleurs 



1 

mn 



,1-1 m/i+ï I mn-f-i amn+i , , 
(l^z) =li Z-i z-\ Z^+.... 



mn mn skmn mn a.mn Zmn 



En substituant donc dans (i) , et remettant ensuite pour z sa va- 
leur ea X y il viendra ^ quel que soit n ^ 



y 



(?*= 
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mn \ «"+1 / mn am/i \ «"+1 / mn 2mn 3mn \ *•+' / ) ( 

l mn \ x^+i / mn ajnn \ «"•J-i J mn imn dmn \ «'•+1 / ) 

Si Ton prend pour n un nombre pair, les deux s(?ries dont le 
produit compose le développement de Ç^x seront constamment con- 
vergentes , quelque valeur entière ou fractionnaire , positive ou né- 
gative qu'on donne à jt. 



On a aussi. 



Log^= — I Log Je— Log. ( i — z) | ; (a) 



mais on sait que 



Log.z=-(.— i:)-i (,— z)'-i(i-xy-:J (i_z)«...... , 



-Log.(i— z)=r +i.z* +fz* +iz«+.., 



substituant dans (2) , et remettant ensuite pour z sa valeur en jt, 
on aura , quel que soit n , 

LiO*' .arrzz •" < + — -1- - - • U — • -4- 



•••• 



9 



série qui, lorsqu'on prendra pour n un .nombre pair, aura le même 
avantage que le développement ci-dessus. 

Si, en particulier, on y fait n^2 , on retombera sur le déve- 
loppement déjà obtenu ( tom. XIV, pag. 279 ). 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Stalîque. 

I JLIéteRMINER r^ùation de la chainette de pesantenr variable , 
dans laquelle la masse de chaque élément est proportionnelle à la 
tension qu'il éprouve, et déterminer en outre la masse de chacun 
de ses ëlémens f 

II. Une corde uniformément pesante , tant qu'elle pose sur un 
plan horizontal, mais uniformément extensible, est suspendue li- 
brement à deux points fixes; quelle est la courbe qu'elle aflfectera 
dans le cas d'équilibre? et suivant quelle loi variera la masse de 
chacun de ses élémens ? 
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» ANALISE INDETERMINEE. 

Résolution générale de Véquaiion inâélermînée du 
premier degré à deux inconnues ; 

Par M. le Comte Guillaume Libri , de Florcuce. 



J-JA résolution générale de IV-qualion îii déterminée du premier de- 
gré , à dcLis inconnues, paraît avoir été trouvée pour la preinit-re 
fi^is par les Indiens. Les commentateurs de Bliaskcr ou Bliascarn- 
Acbarya* (*) , attribuent celte découverte à Arya-Bliaiia , géouit- 
tre indien , que l'on croît presque contemporain de Dtuplitinle ; mais 
les ouvrages de cet auteur ayant été perdus, il est dlDicile de 
juger du degré de généralité qii'il avait donné à sa solution. Ce- 
pendant , nous possédons le traité d'algèbre de Braniegupta ( gui, 
d'après les calculs de M. Bentley, a été composé au comnience- 
meni dU septit-me sît-cle de Vî^ie clirétiennc ) où l'on trouve la 
résolution générale de l'équation du premier degré à deux incon~ 
nues. Cette résolution est exposée aussi dans les ouvrages de 
filiascara-Acharya , et dans ceux (le tous les analistes indiens 



(•) Gfomètre indien , de la tîIIc de Biddcr, sur la frontière septentrio- 
nale di! l'industan , où il panût qu'il euseignait les mathématiques, vers 
1m fin du XII.' siècle. Voyet l'ouvrage du M. Hultou intitulé ; TraeU on Ma- 
t&imaticai , elc. , i joi in-S.^ , Londres , i8ij. 

J. D. G. 
Tom. XFI n." X, i.*' avril 1826. Sg 
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plus niotlerties. La niélliode dont ils ont fait usage est sem- 
blable à celle que Bachet de Méziriac publia en France en 
ï6s4- On sait ijii'ulle consiste à réduire l'équation proposée ajr-^~ 
à=cy , à l'equrniou ûx,-\-i^cy, , et à résoudre celle-ci, ea cher- 
chant le plus grand commun diviseur entre a et c. 

Lagrange a résolu l'équatiou dont il s'agit à l'aide des fractions 
continues , et M. Gauss ïa réduite à sa théorie des congruences ; 
mizis toutes ces méthodes , qui dans le fond sont identiques entre 
elles , n'ont pas toute la généralité qu'on pourrait désirer. En ef- 
fet , il est clair que les racines d'une équation à plusieurs incon- 
nues , de même que celles d'une équation à une senle inconnue, 
doivent ôtre fonctions de ses coeflicieus expriijiés généralement; et 
cependant , môme pour résoudre l'équatiou du premier degré à 
deuï inconnues , qui est la pins simple de toutes , il faut coonai— 
ire les coefliciens en nombres , ce qui montre combien les métho- 
des connues sont imparfaites. 

La note que nous publions ici a pour objet de donner l'expres- 
sion générale des racines entiC-res d'une équation du premier degré 
à deux inconnues , en fonction de ses coefficiens. Elle est exiraile 
d'un mémoire sur la théorie des nombres , présenté à l'Académie 
rojale des sciences de Paris , et qui doit paraître dans le recueil 
des Savans étrangers. Notre méthode s'applique à toutes les équa- 
tions indéterminées ; elle sert aussi à résoudre directement , et avec 
simplicité, les équations desquelles dépend la division du cercle , 
et à traltar beaucoup d'autres questions ; mais ces recherches ne 
gont pas de nature à trouver place ici , et nous les réservons pour 
une autre circonstance. 

Etant donné l'équation à une seule inconnue 

(i) :r-_i=o , 



si l'on représente par /*„, P^.^, P., 



les sommes de» 
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puissances n.""" , (^n—mf"' , {n—im)'^" , (n- 
racines, on aura 
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■3/»)**"" , ..... de ses 



P==P : 



■-* «-a«— X ii-3ii»^^ ••••• » 



de sorte que , si /^ est un multiple de 772 , on obtient P^z=im ; et , 
dans le cas contraire ^ on trouve Pn^=o. En exprimant les racines 
de l'équation (i) en fonctions circulaires , on aura 



1 



/ 



Cos. --1- +^— iSin, •— ] 



771 



m 



= 



( 

+ ( ^°** ^ +V/~«Sin. —^ 

\^ 171 "• >/ 

+ / Cos. — +1/31 Sin. — Y 



+ 



Z' an» __^ 2UW J^ 

+ [ Cos. — -+v/— iSin. — 
M^ 17» ' '^ m 






\ m ^ m / J 



Si Ton transforme le second membre 1 au moyen de la relation 
connue ( Cos.z-|-|/^Sin.^)"=Cos./jz-4-v/--îSin./2z , et qu'on né- 
glige les imaginaires qui , dans le cas actuel , doivent nécessaire- 
ment se détruire , on obtiendra 



P.^ 



^ o'*' . ^ *'*•* • ^ i'*» . ^ 2u.nw . . ^ . afTTi— 1)111 

Cos. J-Cos. j-Cos. h....+Gos. t-...+Cos. -^ r 

TU 171 171 171 m 



c'est-à-dire , 



4 ::■■ 
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(^__ Sin.2(H J-CT+Sin. • 

(2) P.= 2 Cos. = — (*)• 



et la 'valeur de cette expression sera m ou zéro, suivant que le 
nombre — sera entier ou fractionnaire. 

On sait qu'étant proposé de résoudre l'équation ax+l = ry , en 
nombres entiers , "il suffit de trouver une valeur a de :r , comprise 
entre zéro et c, car les autres s'en déduisent en ajoutant à celle- 
là un multiple quelconque de c ; de sorte qu'on a, en général, 
j.-=a-|-cz , z étant un nombre entier quelconque. 

Maintenant II faut observer que si , dans l'équailon (3) , on fait 
n::=.ax+l> , ms=c, et que l'on donne à x successivement toutes les 
valeurs o, i , 2, 3, c — i , ou obtiendra l'intégrale 



qui aura pour valeur c répété autant de fois que la quantité 

a de valeurs entières, lorsqu'on y fait :r égal à un nombre en- 
tier moindre que c; d'où il suit que la formule 

(o) — 2 J Cos. +Cos, +....-|-Cos. , 



4-...+Cos, . 



(*) Vov. entre autres , l'Introduction à Vanalise infinilisimale d'Euler , tom. 
:, chai,.' XIV, n.» 260. 

J. D. C. 
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exprimera le nombre des solutions de rt'fjiiaiion ax-\'h^=:cy , en 
supposant qu'on ne prenne pour x (jiie des nombres entiers plits 
petits que c. 

Si i'ofi considL're le terme j^-L-ni-ral do la série (3) , on aura 
l'équation 



3U{ax\h)w 



Sin. ' 



dans le second membre de laquelle le numérateur est toujours 
zéro ; mais dont le dénominateur ne peut se réduire à zéro que 
lorsque a g\. c ont un diviseur commun, plus grand que l'unité, 
puisque u est toujours plus petit que c. Il résulte do là que , si 
a %\ c sont premiers entre eui , tous les termes de la série (3) 
s'évanouissent, excepté le premier, dont la valeur se réduit à 



Mais , si a et f ont un facteur commun g , on supposera a:=mg , 
:=ng , et, en faisant u=n , on obtiendra 

x=:r , , ., Sin. — (b-{ac—~a)m~S\l\. — (h — ~a)'m 

» '' - anffl.T+ùlB- , V I / e ^ * ' 



af.Sio. ' 



Sîii. 



i'J,-\-an^—\a)m 



— Sio. 



1(4- fo)» 



6 
Cette eipression se réduit à -| , eu vertu de l'iijpotlièso ^:r^mg- 
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Oa devra donc diiOfërenUer le namërateur et le dénominateur par 
rapport à a , pour en avoir la valeur déterminée , et l'on trouvera 



Sin.2(a+fln^— » — — Sîn.2(3— |fl) - 

o v_ 



ang.Sia. — 



2/1^. — • Cos. 

3/l^«r.Cos.2(i— ^ tf) — Cos.2(3 — jd) — 

2/l^«r.CoS. — • Cos. — 



Cos 



8 s 



.a fi— — ) - Cos. -^ . Cos.m«r4-Sin. 
V ^ / 8 S 



6 



Cos./77«r GDS./n«: 



Cos.— 

6 



Si , au lieu de prendre u=m , on fait , en général , 2^=^/7 » ^ 
étant un nombre entier quelconque, on trouve 



— S Cos.a^/i. tu=Cos. 



^ *— n ^ s 



et, comme le nombre n est compris ^—- 1 fois dans ^-— i , on pourra 
faire successivement ^=o , 1,2,3, .... ^«-i ; et la valeur de l'in- 
tégrale (3) sera exprimée ( dans le cas actuel , où Ton suppose que 
a kl c ont un commun diviseur g ) par la série 
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,+CoB.-:^+Cos. Ï^H hCoi 

e s 



4ont la somme 



^'"■<'-^7) 



■CT+Sin. - 



(4) 



a pour valeur g; lors(jue — est un nombre entier, et se réduit à 

zéro , dans le cas contraire. 

De là résulte i.* que l'éi^uaiioa ax+b^cy a toujours une so. 
lution entière, et plus petite que Cf lorsque a. et c n'ont d'autres 
diviseurs communs que l'unité ; « 

2." Que si a el c ont un commun diviseur y, différent de l'u- 
nité , qui ne divise point è , cette équation n'admet aucune solu- 
tion entière ; 

i 

3.* Qu'enfin , si — est un nombre entier , on trouvera pour x 

e 

un nombre g de valeurs entières , plus petites que c , qui satis- 
feront à l'équation proposée. 

Puisque l'intégrale (3) représente le nombre des solutions en- 
tières de l'équation ax-\-l>=cy , en prenant pour x des valeurs moin- 
dres que c , il est clair que la formule 

: T:^ î Cos. °""+"' tCos. ""+"■ +....+COS. '■'"+"" +...4C0S. 'C'-"-»+')- 



'i! 1+ Cos.î^ "^— V+...+Cos.s«^^f±i ')«,+....+Cos.=(t-i)(' °-^^c 
csprimera la somme des valeurs de x , entièfes et moindres que 
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c , qui satisfont à IVquation ax ^h=icy , lorsqu'elle est résoluble 
et que , lorsqn'elle ne Test pas , . cette intégrale se rëduit à zéro. 

Nous avons démontré que , si ^ et ^ ont un facteur commun ^ 
différent de l'unité , qui ne divise pas b , l'équation ax-\'h:=icy: 
n'admet aucune solution entière , et comme , si ce facteur commun 
divise aussi 3, on peut "toujours le supprimer » il sera permis dans 
en cas , de supposer que ^ et ^ sont premiers entre eux ; et alors 
on sera assuré qu'il existe toujours une valeur entière de x , com- 
prise entre zéro et c y qui satisfait à l'équation dont il s'agit y et qu'il 
n'en existe qu'une ^eule. 

Actuellement , pour trouver cette valeur de ^ , on considèrent 
le terme général de l'intégrale (4) • et on aura 

(5) — S x.Cos.a2/' tsF 

^ ^ c ^ • c 

(^r— i)Sin. 22/(^+^^—1 tf) Sin.2tt(^+i^) — 

uaw 

2<;Sin. 



Cos.3i/(r^-f-^— tf) — — Cos,2o(i-|-^) — 



(,Sin.iîîlJ 



n faudra faire successivement 2/=i ,2,3, ...•. (^— i) , et ajouter 
au résultat le premier terme de la série (4) qui est 



— 2 X=: 



SCm 



Puisque a ei c sont premiers entre eux , et que «/ est plus pe^ 
tit que c , il s'ensuit que le dénominatenr a^rSin. -^ du second 
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membre de IVquation (5) ne pourra jainaîs ï'évîinoiiir ; on obtien- 
dra, par conséquent, eu faisant les réducliuns nL'cessuir« , 



Sin.aa(i — ~û) — 



('- 


i)S\a. 2u(h+ca—';a) ~ — Sin.2a(i+îfl) - . 


Cos. 


2C. Sin, — 
2u(l>-\-ca — a) Cos. 2u(^-f-'^) ■- \ 




r^zSiii. '^y ) 



aSin. -'— 



et partant 



•-T^l-^- cu.,.( °-i±i y+co,.i[ =^y t...+co5.=. ( "fit y+ +cos..(r-, >( °^ ). 



Sin.afi — * a) — Sin.4C^ — T'^)~ Sin.2M(^— ia) — S!n,2(i: — 1)(^ — i") - 
2Sin. 301U. aoin. aoui 



!!■=£ Sin.aaf^ — t fl") — 
c— I , 7^ ' ' c 

= l-T^ = «. 

"-' Sin. 

Cette formule très-simple donne pour « la plus petite valeur de 
X qui satisfasse à IVquation ax-^b^icy , en nombres entiers ; et 
toutes les autres valeurs sont eiprîmi^es par l'dquation ^ = a+cr, 
z dtani uD nombre entier quelconque. 

Soit proposé , par exemple , de résoudre eu nombres entiers , 
l'équalioa 

3j-+1=</ ; 
on nura , en comparant k l'tfquatton gou^rale ax-^ha^y 
Tom. XVI. . 4o 
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et par constîijacnt 
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az=5 , bs= I , f r=4 j 



4- 



-+7 2 • 



,=4 s:u.3i/(i— I) - 




iSîn. — Siii. — - Sin. , 
oin. — OUI. — biH.— — l 
+ 44 

et toutes les valeurs de ,r qui ri'solvent i'equalîon 3jr-J-i — 4/ se- 
ront données par l'équation j=i-f-4^ , comme on le sait d'ailleurs. 

Eà Valeur de a. jieut , en général , se calculer à l'aide des tables 
tlu sinus. Il est vrai que, par ce moyen , on n'obtiendra, le plus 
souvent, que des valeurs fractionnaires approchées; maïs comme» 
d'après ce qui précède , x ne peut avoir que des valeurs entières, 
on en trouvera la valeur exacte en substituant à cette valeur ap- 
prochée le nombre entier le plus voisin. 

On peut observer que , puisqu'on a 










THEORIE DES CAUSTIQUES. 3oy 

'rL-l-^ r'.Sin. Î^Col. r: + l = i<,+ r'Sm — .Cot.^ ( . 

On pourra faire usa^ de cetio expression , aussi Men que de la 
prtfcédenie, pour résoudre l't'quaiion proposi'e (*).' 



OPTIQUE. 

Démonstration purement géométrique du principe 
fondamental de la théorie des caustiques; 

Par M. G E R G o K N E. 



A ta page 14 du présent Tolume , nous «xprîmions le vmu de 
pouvoir oll'rir à- nos lecteurs une démonstration du principe fon- 
dameutat de fa iht'orie des surfaces caustiques par réfraction aussi 
simple que celle qui a été douuée par M. Diipin , pour les sur- 
faces caustiques par réflesion. Un article de Aï. Timmermans , pro- 
fesseur de Slalliématiques au collège royal de Gand , inséré dans 
la Correspondance maihémali'jue et physique du royaume des Pays- 
Bas ( toni. I , n/ 6 , pag. 336 ) , recueil encore irop peu ré- 
pandu en France, nous met en situation de remplir ce vccu au- 
delà de DUS espérances. L'auteur tourne un peu court , îl est Trai , 



(') Cci formules, étcnitues à un noinbre (]ue[ccni4|ue «l'iîiiii-'itionB du pre. 
mier degré, -entre un grnnd nonilirc ir.iQConniiBs, complète raient la théo- 
rie exposée à la page 147 du 111.'^ vuluine du préseut recueil . 
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et sa dtîmonslratîon n'est relative qu'aux courbes planes ; mais il y 
a trùs-peu à faire pour rétemlrc aux surface» courbes , et pour 
lui donner en même temps tous les développemens qui Semblent 
lui manquer encore ; et tel est le but que nous nous proposons ici* 



Soient deux surfaces courbes quelconques, silut^es comme on vou- 
dra , l'une par rapport à l'autre, mais absolument Excs dans L'es- 
pace. Concevons doux sphères concentriques, mobiles et variables 
de rayon , mais de manière pouflant que leurs rayons conservent 
toujours entre eux un rapport constant^ et supposons que ces sphè- 
res se meuvent et varient de grandeur dans l'espace , de manière 
k ùire constamment et respectivement tangenles aux deux surfaces 
dont il s'agit; leur centre commun engendrera une troisième sur- 
face , dont il s'agit d'assigner les relations avec les deux autres. 

Supposons , en premier lieu , que les deux surfaces données soient 
des surfaces planes , que nous représenterons respectivement par p ' 
et p' ; il est aisé de voir qu'alors la troisième P sera aussi une 
surface plane, passant par l'intersection des deux premières. Soiïbt, 
en eftet, pour une situation et une grandeur quelconque des deux 
sphères , M leur centre commun , m et m' leurs points de con- 
tact respectifs avec les deux plans p et/»' ; de telle sorte que Mot 
et Mm' soient des rayons de ces deux sphères ; rayons dont le rap- 
port est supposé constant. Par ce centre M et par la commune sec- 
lion des deux plans p el p' , soit conduit un troisième plan P , sur 
lequel soîl pris arbitrairement un point M,, De ce point soient 
abaissées des perpendiculaires M,m, et yi,m\ sur les plans p et 
p' ; ces perpendiculaires seront respectivement parallèles à Mm et 
Mm'. En désignant donc par I le point on la droite MM, rencon- 
tre ta commune sectiou des tfois plans ptp' ,P, on aura 

Mn _ IM Mm' 

"'■ M.m, ™ ïif, * M,m', 
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M, m 



OU encore 



ftl.i 



_ Mm 
'Mm' 



donc, si du polm M, , pris pour centre commun , et avec les rayons 
M,m, et M,m',', on décrit deui sphères concentriques; ces sphè- 
res seront respectivement tangeotes aux deux plans p et, p' t et 
auront leurs rayons dans le rapport constant donn^ : elles seront 
donc une des bluiations de nos deux sphères variables de situa- 
tion et de grandeur dans l'espace ; d'où l'on voit que tous les points 
M, du plan P seront des centres de tels systèmes de sphères : et 
il est de plus aisé de voir qu'ils le seront cxclusivenieot à tous 
les autres points de l'espace. 

Supposons pri^sentement que les deui surfaces fixes données soient 
quelconques ; désignons-les par s at s' ; et soit S la surface in- 
connue lieu des centres des systèmes de sphères. Soit M , sut 
cette surface S , une des situatious du centre commun ; soient, 
pour celte situation , m et m^ , respectivement , les points de 
contact de ces deux sphères avec les surfftces s et s'. Pour un 
changement inGniment petit dans la situation de ce centre com- 
mun , et par suite dans la grandeur des sphères , on pourra subs- 
tituer aux deux surfaces s et s' leurs plans tangens p et p' en m 
et m' ; et alors , par ce qui a c'té prouvé ci-dessus , le centre com- 
mun M pourra être réputé se mouvoir sur un plan P passant par 
l'intersection des deux autres. Ce plan P ett donc le plan langent 
en M à la surface S décrite pas ce centre commun. Ainsi , dans 
toutes les situations du centre commun des deux sphères , les plans 
langens P , /? , ^' aux surfaces S, f, j', aux points M, m , m' , 
se coupent suivant une même droite, variable de situation comme 
le point M. 

Concevons , par le point M , un plan n , perpendiculaire à celte 



hi 
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droite , cette droite lui sera récîproqiiemeni perpendiculaire ; tes 
plans V , p y p' , où elle se trouve également contenue , seront 
donc Dussi perpcndicalaires au plan H ; d'où il résulte que les 
rayons M/n et Mm' , perpendiculaires respectivement aux plans p 
eip'', et conscgiiemment normaux aux surfaces ^ et j', seront dans 
€0 plan , et qu'il en sera de même de la perpendiculaire Mn me- 
'ni?e, par le point M, au plan P, normale ù la surface S en ce 
point. 

Soit I te point où l'intersection des trois plans P, p, p' est 
coupée par le plan II, et considérons ce qui se passe dans ce der-> 
uicr plan. On a 




i 



Sm.nMm=Sin.mIM= ■ 
Sin jiMB3':=Sin.ff2''lM = 



m * 

Mm' 



donC' 
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puis donc que le second memljre de celle derniiVrc éqiialion est. 
pnpposé consiani, pnur lotiics les f-raiidpiirs et situations du sys- 
tùme des deux spiières , le premier doit l'être également. La pro- 
prit'té caractéristique de la surface, lieu des centres du système des 
detis sphères , peut donc être éuoacéc comme ïi suit : 
' 1^/ deux sphères concentriques » mobiles dans l espace , de rayon 
vcrîable , mais dont les rayons sont d'ailleurs dans un rapport 
constant , se meuvent de manière à être respectivement et conslam' 
ment tangentes à deux surjaccs fixes données ijuelconques ; le lieu 
de leur centre commun sera une troisième surface telle tjue si , 
de l'an ^uelcontjue de ses points , on mène des normales aux deux 
autres surfaces , ces normales seront dans un même plan avec la 
normale menée par le même point à la surjace Heu des centres : 
en autre , les sinus des angles formés par les deux premières nor- 
males avec celle-là , seront respectivement dans le rapport constant. 
des rayons des deux sphères ("). 

Si donc on suppose que la surface S soil la surface sépara- 
trice de deux milieux , puur lesquels les sinus d'incident^ et de 
réfraction soient dans le rapport constant des rayons des deux sphè- 
res , et que les rayons incidens soient tous normaux à la surface 
s , les rayons réfractés seront tous normaux à la surface s'. On a 
donc ce théorème : 

Deux milieux homogènes , d'un pouvoir réfringent inégal , étant 
séparés Fun de Vautre par une surface de nature ijuclconfue , et 
des rayons de lumière pénétrant de Tun de ces milieux dans tau- 



(■) MM, les Rtidiicleurs de lu CormponJanea avcrtlsMiit ilans une noie , 
q'.ie M. Timioermans ^toît un posscsslou tic ce tliéorùme , avant d'uïoir eu 
cunodissaac^ de lurticlc do la, page 34,3 de Bolr.Ç.XV.e Tolume. 
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ire ; si les rayons încidens sont dirigés dans T espace de manière 
ù pouvoir être traversés crihogonalement par une même surface , 
les rayons réjractès seront aussi dirigés dans Fespacc de manière 
■à pouvoir être traversés ortJwgonalemenl par une même surjace , 
et rédprofjuemcnt : en outre , à chaque surface trajectoire orihogo~ 
nale des rayons inctdens , il répond toujours une surface trajec- 
toire orthogonale des rayons réfractés telle tjue , de quelque point 
de la surface séparatrice des deux milieux ^ue ton mène des nor- 
males à ces deux autres surfaces , les longueurs de ces normales 
seront respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus 
d'incidence au sinus de réfraction. 

U a dt'jÂ élé observé plusieurs fois, et noiamment à la page 14 
du présent volume , que la réflexion n'étuit qu'un cas particulier de 
la réfraction , savoir : celui où les sîuus d'incidence et de réfraction ne - 
diflireni que par lo signe; donc , ce qui précède renferme impli- 
ciiement tonte la théorie des surfaces caustiques par réflexion. 

11 a aussi été observé, page i5, que la théorie, des caustiques 
planes , soit par réfraction soit par réllexion , n'était qu'un cas par- 
ticulier de celles des surfaces caustiques : donc le peu qu'on vient 
de lire renferme implicitement tonte la théorie des causiiques pla- 
nes et surfaces caustiques , soit par réfraction soit par réflexion. 

Jetons présentement un regard en arrière; reportons -nous par 
la pensée au point de départ des géomètres, dans la théorie qui 
nous occupe ; et mesurons rapidement l'espace qu'ils ont parcouru, 
Tschirnausen remarque le premier, en 1682, la caustique plane 
formée par des ra^'ous parallèles réfléchis dans le cercle , et se pro- 
pose d'en rechercher 1 équation, Ce problème, qui n'est (dus au- 
jourd'hui qu'un jeu, était alors fort difficile; il en donne une 
solution reconnue fausse par Cassîni, Marlotle et de la Hire , com- 
missaires de l'Académie royale dtjs sciences de Paris. Cet essai in- 
fruciucux éveille l'attcuriou dos géomètres sur ces sortes de cour- 
bes, que l'on aperçoit bientôt devoir donner la véritable clef de 
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tous les mystères de i'npiifjue. Les Bornouil 



rilûpiial , CnriLî et 

', quelques autres eii font tour-à-lour l'olijet spécial de leurs recher- 

. elles , et donneiil des méthodes générales pour ohlenïr IVqtiatioii 

♦ d'une caustique piane quelconque, soil par réflexion soit par ré- 

fractiun. 

Malus , en 1810 , s'occupe le premier de la ttiéorie générale des 
surfdces caustiques, et trouve quelques beaux lliéoièuu'S ; mais des 
erreurs de calcul , résultat presque inévitable d'une analise trop com- 
pliquée, l'entrutnent à dénier à ces théorèmes la généralité qu'ils 
comportaient réellement. M. Biipîu , en 1822, reprend la théorie 
de Multis , pour lui donner le complément qui lui manquait, et 
en i&33 , d'une analtse , également Tort compliquée, ( Annales, 
tom. XIV , pag. 129 ) , nous déduisons In possibilité de rcmphccr, 
pour des rayons originairement normaux à une même surface quel~ 
conque , l'effet d'un nombre quelconque de réfractions et de ri- 
flexions , soit par une réjraction soil par une rtflexion unique. 

Des recherches relatives à quelques cas spéciaux de réflexion et 
^de réfraction ( Annales , tom, V , pag. 283 , tom. XI , pag. 229, 
et lom, -XIV , pag. i ) , nous avaient conduits , dès i8i5 , A soup- 
çonner que , le plus souvent , des caustitfues fort compliquées pour- 
raient très-bien n'être que les développées d'autres courbes beau- 
coup plus simples: en 1825 , M. Sturm , en caractérisant la courbe 
dont la caustique relative au cercle est la développée ( Annales , 
tom. XV , pag, 3o5 ) , donne un nouveau poids à celle conjec- 
ture. Presque en m^me temps, M. Quelelet publie, sur les caus- 
tiques planes , en général ( Mémoires de f Académie royale des 
Sciences de Bruxelles , tom. IH , pag. 8g ) , d'élégans théorèmes , 
dont ceux de M. Sturm ne deviennent plus dès lors q<ie des cas 
particuliers. Après avoir démontré ces théorèmes par l'analise ( tom, 
XV, pag. 3i5 J , nous les étendons, et M. Sarrus , presque eii 
même temps que nous, aux surfaces caustiques, ù la page i." 
du présent volume; ou plutôt, nous donnons un théorème sim- 
ple et général qui renferme à lui seul toute la théorie des caus- 
Tom, XVI. 41 
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tiques et surfaces caustiques j tant par rëfraclion que par réflexion. 
Il restait seulement à désirer une démonstration simple de ce théo- 
rème, et voilà que M. Timmermans en produit une qui Test à 
tel point qu'elle peut être introduite dans renseignement même le 
plus élémentaire , et qu'on a seulement lieu d'être surpris que, dans 
l'intervalle de près d'un siècle et demi , tant de géon^ètres aient 
réuni tant d'efforts et fait tant de dépense de calcul , pour par- 
venir finalement à un résultat qu'ils avaient, pour ainsi dire^ sous 
la main. Sauf les applications , <|ui offriront toujours des difficul- 
tés pratiques , cette théorie peut être présentement regardée comme 
tout- à* fait close ; mais il fallait passer par ces divers détours 
pour l'amener à ce point ; car , en toutes choses , ce qu'il y a de 
plus général et de plus simple, à la fois, est d'ordinaire ce qui 
se présente en dernier lieu à la pensée. Bien d'autres théories en. 
core attendent un semblable perfectionnement des efforts réunis des 
géomètres; et ib ne sauraient servir plus utilement la science qu'en 
dirigeant leurs méditations vers un objet aussi important An point 
où nous sommes parvenus aujourd'hui ,' nous avons , en effet , 
beaucoup moiiis besoin de créer de nouvelles théories que de ré- 
duire à leurs moindres termes , s'il est permis de s'exprimer ainsi , 
les théories déjà connues. 
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. GEOMETRIE DES SURFACES COURBES. 

Démonstration d'une propriété générale des lignes de 
contact des surfaces courbes a\^c les surfaces coni- 
ques circonscrites ; 

Par M. F. Vallès , ^lève à l'Ecole royale polytechnique- 



X^ANS tous les traités analîtiques des surfaces du second ordre , 
on di'tooiitre que /a ligne de contact de ces sortes de surfaces 
avec la surface conique circonscrite est une courbe plane ; mais 
cette proposilion n'est qu'un cas particulier d'une proposition plus 
g<?ncrale que uous allons démontrer, et qu'on peut énoncer conime 
il suit : 

THÉORÈME. La ligne de contact d'une surface d'un ordre 
quelconnue avec la surface conitfue circonscrite-, appartient tou- 
jours à une surface d'un ordre inférieur. 

Démonstration. Soit une surface d'un ordre quelconque à la- 
quelle on ail circonscrit une surface conique, ayant son sommet 
situé où l'on voudra , par rapport à cette premii-re surface. Soie 
pris ce sommet pour origine des coordonnées , auxquelles nous sup- 
posons d'ailleurs une direction quelconque. Les équations de l'ua 
des éléraens de la surface conique seront de la forme 



s=Mz , 



y=Nz i 



et , pour que celte droite ne puisse pas ^ire une quelconque des droi- 
tes menées par l'origine , il sera nécessaire qu'il existe entre M 
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et N une certaiae relation que nous représenterons par l'ëquatîoa 

F(Af,2V)=o , 

dans laquelle mettant pour M et N les valeurs données par les 
deux équations précédentes , on obtiendra , pour Téquation gêné-» 
raie ; des surfaces coniques ayant leur sommet à l'origine 

F(-:.t)=o. 

équation qui » r&olue par rapport a ^ deviendra 

dans laquelle f désigne une fonction tout-à-fait arbîtraire« 

Les deux différentielles partielles de cette équation , prises tour^ 
à-tour par rapport à ^ et ^, sont 

« 

oh p et ç représentent , à l'ordinaire , les deux coefficiens difieren 

tiels partiels ■£ , ■^' 

En multipliant ces dernières équations en croix et réduisant , 
on obtiendra , pour Téquation différentielle partielle générale des 
surfaces coniques qui ont leur sommet à Torigine 

ou bien en développant , réduisant et divisant par x , 
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Cela posé » supposons que la surface à laquelle cette surface co^ 
nique est circonscrite soit de Tordre m, ei soit son équation 

ses deux équations difTérentielies partielles seront 

or, si Ton veut que la surface conique 'lui soit circonscrite , il fau- 
dra qu'en leurs points communs elles aient le même plan tangent 
et qu'on ait conséquemment 

ce qui changera les deux dquattons dififëreutielles partielles en cel- 
les-ci 

dr , dr àV àv 

Eliminant donc /> et ^ , entre les éqaations (i) et (3) , on ob- 
tiendra , pour une des équations de la ligne de contact des deux 
surfaces 

àV . dr , àV ' ,.^ 

'dT-Hr-^+^U^oî (4) 

tandis que l'autre équation de cette même ligne sera évidemment 
Téquation (a). ., , 
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Mais quand une ligne esi donnée dans l'espace par les équations 
de deux surfaces, dont elle est l'intersection, elle est tout aussi 
bien donnée par l'intersection de l'une de ces surfaces avec une 
autre dont IVquation serait une combinaison qnelconqne des équa- 
tions de ces deux-lù. Tout se rc'dult donc à prouver que, de la 
coniLinaison des deux équations 



F=o , 



,+->'^+^dJ=°' 



n 



n peut en déduire une troisième d'un ordre inférieur à l'ordre m. 
Pour cela représentons généralement par 



un quelconque des termes de l'ordre m de l'équation f''=o , a et 
P pouvant avoir toutes les valeurs positives possibles, depuis zéro 
jusqu'à a+p=m. Les dérivées successives de ce terme, par rap- 
port à X y y , z seront respectivement 

aAx y z , ^Ax y z , [^m—a~p>)Ax y z 

Four savoir ce que ce terme produira dans l'équation (4), il fau- 
dra prendre la somme des produits de ces trois dërirées par x , 
y et z , ce qui donnera siiùplemeut 



mAx 



y ^ 



~»-n 



c'est-i-dire , ce terme lui-même multiplia simplement par m. Quant 
aux termes des ordres inférieurs , contenus dans l'équation K=o » 
il est manifeste qu'ils n'introduiront que des termes d'ordre inférieur à 
m dans l'équation (4) , de sorte que celte équation contiendra tous 
les termes de l'ordre m de l'ëquatioa K=o , multipliés simple- 
ment par m. 
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Donc , si de cette équation (4) on retranche le produit par m 
de IVqualion ^:=o , tous les termes de l'ordre m disparaîtront de 
l'equaiion résultante , qui sera ainsi une équation d'un ordre in- 
férieur à m ; mais ce sera aussi l'équation d'une surface qui con- 
tiendra la ligne de coziiact de la surface conique avec la surface 
de l'ordre m à laquelle elle est circonscrite ; donc il est vrai de 
dire , comme l'annonce le théorème , que cette ligne de contact 
appartient à une surface d'un ordre inférieur à celui de la surface 
à laquelle la surface conique se trouve circonscrite. Donc , en par- 
ticulier , cette ligne de C9niact est une courbe plane, si la surface 
conique est circouscrile à une surface du second ordre. 

Celle proposition étant indépendante de la distance du sommet 
de ta surface conique à la surface à laquelle elle se trouve cir- 
conscrite , elle aura lieu également lorsque ce sommet en sera in- 
finiment distant. Notre théorème conduit donc à ce corollaire. 

Corollaire. La ligne de contact d'une surface d'un ordre quel- 
conque avec une surface cylindrique qui lui est circonscrite appar- 
tient toujours à une surface d'un ordre inférieur. 

Par des raisonnemens et des calculs analogues, ou démontrera 
le théorème suivant : 

THÉORÈME. Les points de contact d'une courbe plane d'un 
ordre t}uelcon<jue avec toutes les tangentes <]ui peuvent lui être me- 
nées dun même point f}uelcon^ue de son plan , sont tous situés sur 
une courbe d'un ordre inférieur au sien, -^ 

Démonstration. Soit pris le point d'où sont issnes toutes les' 
tangentes pour origine des coordonnées , auxquelles nous suppose- 
rons d'ailleurs une direction quelconque, et soit alors 



(p;x,^)=f=ro 



(■) 



l'équation de la courbe dont il s'agit , que nous supposons de l'or- 
dre m. Toute droite menée par l'origine aura une équation de la 
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yssJIfr i (2) 

mais en difTërentiant Téqùatioa de la courbe dont il s*dgit , oa 
obtient 

dV dr Ay _ * 
dx dy dx 

Afin donc que la droite menée par Torlgine lui soit tangente y il 
faudra qu'on ait 



dl=^ 



ce qui donnera 






éliminant, donc M entre les équations (a) et (3), on obtiendra ^ 
pour réquation d'une courbe qui contiendra tous les. points de con* 
tact 

dV dy ' 

Cette équation, combinée avec Téquation (i) , donnera les points 
de contact dont il s'agit. 

Mais y quand des points sont donnés sur un plan y par Tintersec- 
tion de deux courbes /ila sont tout aussi bien dq.nn^ par lin*- 
tersection de Tune d'elles avec une autre dont l'équation serait une 
combinaison quelconque des équations de ces deux-là. Tout se ré- 
duit donc à prouver que , de la combinaison des deux équations 

-, AV . dr 
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on en peut déduire une troisième d'un ordre inférieur à m. 
Or , soit repcésenté g^nc'raieinent par 

Ax y 

un quelconque des termes de Tordre m de IVqnaiîon F=o, a 
pouvant avoir toutes les valeurs positives possibles , de zi?ro à m ; 
les dérivées de ce terme , par rapport à- * et ^ seront respective- 
ment 

aAx y f (m — ix)j4j; y 

En prenant la somme de leurs produits par x et y , le résultat 

mAx y , 

sera ce que ce terme anra fourni , dans ïa formation de l'e'qua- 
tion (4) > ^ï ) comme il est manifeste que tes termes des ordres 
inférieurs, contenus dan» l'équation K=o, n'introduiront que des 
termes d'ordre inférieur à m , dans l'équation (4) ; il s'ensuit que 
cette équation (4) contiendra exactement tous les termes de l'ordre 
m de l'équation V-=o , multipliés simplement par m. 

Dont , si , de cette équation (4) , on retranche m fois l'équation 
V=o , tous les termes de l'ordre m disparaîtront de l'équation ré- 
sultante , ^ui sera conséquemment d'un ordre inférieur îi m'; mais 
ce sera l'équation d'une courbe qui contiendra tous le» points de 
contact; donc, comme l'annonce le théorème, ces points do contacl 
sont sur une courbe d'un ordre inférieur \ celui de la proposée. 

Le tliéorème ne devant pas cesser d'avoir lieu lorsque le point 
d'où les tangentes sont issues se trouve inlinintent distant ée la 
courbe proposée, il en résulte le corollaire suivant : 

Corollaire. Les points de contact d'une courbe plane, d'un <x— 
dxe quelconque avec toutes ses tangentes parallèle à une droite lise , 
lom. XVI 4,2. 
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située d'une manière quelconque sur son plan , appartiennent tou* 

jours à une autre courbe tl'un ordre iuférieur au sien. 
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Usages de la projection stereograhique en géométrie ; 

Par M. G. Dakdelin , officier du génie , Professeur à Liège , 
membre de l'Académie foyale des sciences de Bruxelles. 

( Extrait ; par M. Gergonme. ) 



n 



Oi , a^fanl tracé , sur une hémisphère , une figure quelconque , en 
fait de ceue figure une perspective telle que le plan du tableau 
soit ie plan du grand cercle qid termine l'iK-misphère et que l'oeli 
soit siiiié à celui des deux pôles de ce grand cercle qui se trouve 
situé dans l'hémisplière opposée; cette perspective sera ce qile l'oa 
appulle la projection stéréographi'ijue de la figure originale. 

Il paraît que , dès le temps de Plolémée , on connaissait déjà les 
di'ux principales propriétés de cette sorte de projection , lesquelles 
consistent i.** en ce que les projections des cercles sont elles-mêmes 
des cercles ; z,° en ce que les projections de deux cercles qnl se 
coupent se coupent précisément sous le mOnie angle que ces cercles 
enr-miîmes. 

On trouve dans le XI." volume du présent recueil (pog. i53), 
une démonstration analilique de ces deux proposiiions ; mais cette 
démonstration est un peu longue ; el en conséquence nous croyons 
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faire une cliose agréable i\ nos lecteurs en lui substituant ici l't^- 
légante denionstratiun de >I. Daiidelin , qui n'exige absolument ni 
construction ni calcul. 

I. Soient d'abord menées , par un même point de l'hétnisplu^re Jcs- 
tïne'e au tracé des figures originales , deux tangentes qnelcon<|iiP9 
à la spliùre ; et examinons par quelles droites ces deux tangentes 
seront repri*sentées sur le tableau. Pour y parvenir, concevons d»'S 
plans par l'œil et par les deux tangentes; ces plans couperont la 
sphère suivant deux cercles qui auront pour corde commune Ifi 
droite menée de l'œil au point d'inlerseclion des deux tangentes ; 
laquelle droite percera le tableau an sommet de l'angle formé par 
leurs projections 1 et les intersections des plans de ces den\ cercles 
avec celui du tableau seront évidemmeul les perspectives de ces n\é' 
mes tangentes. 

Par l'œil soient menées des tangentes à ces deux cercles ; les- 
quelles sont aussi tangentes à la sphère ; elles seront , comme tel- 
les , parallèles au plan du tableau , et par suite parallèles aux pers- 
pectives des deux premières ; elles feront donc entre elles un an- 
gle égal à celui de ces perspectives ; mais elles feront anssi évi- 
demment entre elles uu angle égal à celui des premières tangen- 
tes; puisque les unes elles autres sont menées aux deux extrémi- 
tés de la corde commune aux deux cercles; donc aussi les pers- 
pectives des deux premières tangentes font entre elles un angle égal 
à celui de ces tangentes elles-mêmes. Aiasi , /es projections sléréo- 
graphiijues de deux tangentes en un même point de la sphère se 
coupent sous le même angle que ces deux tangentes ; elles sont 
doue rectangulaires si ces tangentes le sont elles-nn^mes. 

De là il est facile de conclure i." que les projections stéréo- 
graphiques de deux courbes quelconques tracées sur la sphère se 
coupent sous le m^me angle que ces courbes elIes-mOmes , et sont 
Conséquemment tangentes l'une à l'autre , s! les courbes originales 
le sont elles-mêmes ; z.* que , par suite , la projection stéréographi- 



33^ PROJECTION 

que d'une figure de petites dimensious traci^e sur la sphère appro- 
che d'autaui pins de lui être semblable que cette ligure a moins 
d'ëlendue. 

II. Concevons présentement que , sur l'hémisphère destinée aa 
tracé des figures, ou ait tracé un cercle «juelconqne; et exami- 
nons par quelle courbe il sera représenté sur le tableau. Pour y 
parvenir , concevons qu'on ait circonscrit à la sphère un cône qui 
la touche suivant le cercle dont il s'agît ; soient C le sommet de 
ce cône , M un quelconque des points de la ligne de contact et 
T la tangente au cercle en ce point , laquelle sera aussi une tan- 
gente à la sphère. L'élébiont CM du cône est également une tan- 
gente à la sphère au point M , et ces deux droites sout perpendi- 
culaires l'une à l'autre. Donc ( ï ) leurs perspectives sur le tableau 
doivent aussi être perpendiculaires l'une à l'autre. 

Soient respectivement C, M', T' les perspectives des deux points 
C , M et de la langenle T ; la droite CM' devra donc être per- 
pendiculaire à la droite T-" , quel que soit d'ailleurs le points M 
sur la circonférence du cercle dont il s'agit. Mais la droite, T' est 
évidemment une" tangente en M' à la perspective de la circonfé- 
rence de ce cercle ; donc G''M' est une normale à cette même pers- 
pective au point M'. La propriété caractéristique de la perspective 
de la circonférence du cercle dont il s'agit est donc de couper or- 
thogonalement toutes les droites traciies par le point C sur le plan 
du tableau ; propriété qui ne saurait appartenir qu'à un cercle 
qui a son centre en C. 

Ainsi , /a projection stérèographîtfue de fun quelconque des cer- 
cles de la sphère est un autre cercle dont le centre esl la projec- 
tion du sommet du cù^s qui touche la sphère suivant le cercle dont 
il s'agit. 

in. Après aTOÎr ainsi démontré les propriétés les plus saillantes 
de la projection sléréographique , M. Dandclin applique ce mode 
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de projection à la (l(?monstralioii d'un grand nombre de théorèmes de 
géom(?trie plane , 1 peu près comme on y avait employé jusqu'ici la 
perspective ordinaire. Sa méthode consiste , en général , à disposer 
la 6gure à laquelle se rapporte le théorème qu'il s'agit de démon- 
trer , sur le plan du tableau , de telle sorte qn'elle devienne la 
projection stéréograpliique d'une fignre sphérîqne dans laquelle le 
théorème analogue soit manifeste. Ne pouvant ici le suivre dans 
ses développemens , nous nous bornerons à citer, comme modèle» 
la manière dont il démontre les importantes propriétés des hexa- 
gones inscrits et circonscrils au cercle. 

1.** Soit un hexagone quelconqtie circonscrit an cercle, et con- 
cevons une sphère dont ce cercle soit une section plane quelcon- 
que ; soit circonscrit à cette sphère un cône qui la touche suivant ce 
cercle; par le sommet du cône et par le point où se coupent deui 
diagonales joignant des sommets opposés de l'heragone , soit conduit 
une droite qui percera la sphère en deus points. Plaçons i'œil h 
celui de ces deux points qui est le plus distant du sommet du 
cône ; le tableau étant d'^tilleurs disposé comme l'exige la projec- 
tion stéréographique. La projection de la figure sera évidemment 
( II ) un hexagone circonscrit h un cercle qui aura son centre à 
l'intersection des diagonales joignant deux couples do sommets op- 
posés ; or , on démontre très-facilement qu'alors la diagonale joignant 
les deux sommets opposés rcstans passe aussi par le centre. Les 
diagonales joignant les sommets opposés de la projection passent deiic 
toutes trois par le m^me point ; il doit donc en être de même 
dans la figure dont celle-là est la projection. 

Le théorème de M. Brianchon ainsi démontré , on en déduit ai- 
sément celui de Pascil , à l'aide de la théorie des pôles; mais M' 
Daudelin a préféré le démontrer directement comme il~5uit : 

Soit un hexagone quelconque inscrit à un cercle , et concevons 
une sphère dont ce cercle soit une section plane. Soient A , lî , 
C les trois points, de. coucçurs des directions de?, pôles, opposas de 
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l'Iiexagoiie ; par la droite AB , menons du côte opptïsé à Thexa- 
gone un plaît langent à la sphère , et pinçons l'œil au point de coii' 
tact ; ie plan du tableau sera alors parallèle au plan tangent. 

Or , il est connu et d'ailleurs très-visible que , lorsque deux droi- 
tes originales vont concourir en un des points d'un pian parallèle 
au tabltîau conduit par l'œil , leurs perspectives sont deux droi- 
tes parallèles et réciproque ment ; donc les perspectives des côti's de 
l'lies;igiine qui concourent eu A , ainsi que les perspectives de ccui 
qui concourent en B seront des droites parallèles ; donc la pers- 
pt;cllve de la figure sera un hexagone inscrit à un cercle , dans - 
lequel deux côtés seront respectivement parallèles à leurs opposas. 

Or , il est très-aisé de de'niontrer que , dans un tel hexagone , les 
deux côtés opposés restans doivent aussi être parallèles ; donc la 
perspective de la figure sera un hexagone inscrit à un cercle, dans 
lequel les côtés seront tons parallèles à leurs oppost's ; d'oii il suit 
que les points A , B , C de la figure originale doivent être tous 
trois sur le plan tangent à la sphère conduit par Tufil ; et , comuic , 
ils sont d'ailleurs tous trois aussi dans le plan de l'hexagone, îl 
s'ensuit qu'ils appartiennent tous trois à une même ligne droite (*). 

M. Dandelin parvient encore, par ta mtlme voie, à la construc- 
tion que nous avons donne'c pour la détermination du cercle qui 
en touche trois autres sur un plan (**). 11 est seulement à regret- 
ter' qu'il s'y appuie sur une formule de la théorie des traversales; 
attendu que la prééminence des méthodes du genre des sinus devrait 
tenir essenliellement à l'absence de tout calcul. Mais ce qu'il a 
fait jusqu'ici nous garantît sulTisamment qu'il ne Ini sera pas dif- 



(*) On peut consulter sur le même sujet la page 36i du IV.* volamc 
do présent recueil. 
(••) Voy. tom. VU, p«g. 389 , et tom. XIII, pag. ig3. 
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ficLte de remplacer l'emploi de cette formule par quelques-unes de ces 
consitiéralions purement géométriques qui lui sout si familières. 

Quant à noua , quelque plaisir que nous ayons à faite cooaaî- 
tre à nos lecteurs les ék'gantes reclierches de M. Dandelin, nous 
désirons sincèrement que le recueil périodique dans lequel il en 
consigne les résultats soit asseï ri^pandu en France pour que nous 
puissions nous dispenser à l'avenir de les entretenir des clioses in- 
téressantes qui s'y trouvent contenues, et nous borner â en faire 
à nous-raême notre profit. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de dynamique, 

yjtf suppose que des points fixes , au nombre de n , distribua 
uniformément sur la circonférence d'un cercle , exercent, sur tout 
ce qui les environne une attraction uniquement fonction de la dis- 
tance , et par conséquent d'une même intensité pour tous ces points , 
lorsque la distance est la môme. On suppose que ce cercle, tour- 
nant d'un mouvement uniforme, sur son centre immobile et dans 
Sun plan, entraîne avec lui les points attirans dont il s'agit ; et on 
demande quel mouvement leur action engejidrera sur uu point mo- 
bile extérieur, situé dans le plan du mouvement ? 
• 

Problèmes de géométrie. 



î. Un fil parfaitement flexible en inextensible est appliqua sur la 
surface d'un cône droit, de manière à suivre exactement les cir- 
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cunroltuions d'une s|)irale conique qui s'y trouve tract'-e (*), et ii 
se terminer an soQxinet dti cône. On suppose que l'on di^veloppe- 
ee ûl , en le maintenant cimstamnicnt langent à ht spirale ; oa 
demnnde quelle conrbe décrira son extrémité dans l'espace ? 

II. Suivant quelle courbe un fil paifaïtement tlexlble el ineiten- 
sible doit-il être roulé sur la surface d'un cône droit, pouc qu'en 
le développant, comme il rient d'être dit, son extrémité ne sorte 
pas du plan conduit par le sumniet du eùne , perpendicuUire_ 
ment à son axe ? et quelle courhe décrira alors cett£ eslréaûté sur 
ce plan ? 

lil. Quel est , sur le plan de' la base supposée elliptique , d'un 
cône oblique quelconque , le lieu géométrique des points de contact 
de toutes les ellipsoïdes qui, touchant cette base, sont ea mÉuifr 
temps inscrites k k surface convexe du cOuc. 



1 



(•) Voy. , pour la dëfiailioo de la spirale conique y la page 167 da pré- 
sent valiiBUi .,1 ' . r. ... 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Essai sur un nouveau mode cTexposilion des principes 
du calcul différenlid t du calcul aux différences ei 
de t interpolât! on des suites , considérées comme dé~ 
rivant d'une source commune ; 

Par M. Ampère , de l'Académie i-oyale des sciences de 
Pai'is , de celle» d'Edimbourg, de Cambridge, de Gc- 
Deve , etc. , Professeur de physique au Collège de Fi-aocc 



t. tiE calcuF (liRVrentiel , le calcul aux diflVrences et les diverses 
DK-ltiodes (Tinlerpolalion reposeul ('galemcnl sur un petit iioinbie 
de funiiutes g(>nrrales , appUcahlrs à lotîtes les fonclioos , et qu'on 
n'a dt'iiionirt'es jusqu'ici que pur des- considérations souveul com- 
pliquées , presque toujours déduites de principes elolynes , ou d'il - 
ductions de nature à laisser des doutes sur leur gi-ndraliti'. On 
remarque surtout , dans l'eAposition de ces divi-rscs br;mclics d'n- 
iialise , une varit'té de procède et de raisonne ni eus qui t>i^ l;irs'c 
que diUicîlement apercevoir .leur liaison n'ciproqiie ,' et i'ideiiiîiL' 
des principes dont elles ne sont pourtant , ou qucique sorli» , qi:e 
des fraductions varii'es. 

Frappes de ces considi'ratîons , nous avons pensi' faire iinecliosf 
qui pourrait iutt'rosser les géomètres,, en déduisant toutes ces di- 
verses formules- de, queltjufs lliporçines nouveaux ou peu connus, 
' Tom. XVI, n." XI, i.'^ mai 18:16. > ^i 
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que nous démontrerons d*abord , et dont il nons suffira ensuite dé 
traduire les énoncés dans l'algorithme reçu , relatif aux divers cas 
particuliers y pour en voir éclore, d'une manière tout-à-faic natu- 
relie, les formules connues qui répondent à chacun d'eus; 

2. Soit (x une fonction de a: de forme quelconque ^ de manière 
que fa y fb jfc , .,.. soient respectivement ce que devient cette fonc- 
tion , lorsqu'on y fait , tour*à-tour , x=za , x:=^t , x=sc , ••• Soient 
posés successivement 

fô— fa ^ , -. fc— ftf .^ . . fJ— fa ^ -. 



— T =f.(«,*i«) » TU • =f,(«,*,<0>-" 



C_* -.V-,' , , , ^_^ 






d—c 



Les fonctions f , , £,,£,, .;.... sont ce que nous appellerons à l'a- 
venir les fonctions interpolaires des difierens ordres des quantités 
_a f b y c , a , 

« 

3. La première remarque que nous ferons au sujet de ces sor- 
tes de fonctions, c'es^t qu'elles sont toujours symétriques, de telle 
sorte qu'on y peut intervertir, comme on voudra, l'ordre des élé- 
mens /7 , b ^c^d^ .... qui concourent à leur formation, sans qu'elles 
eu éprouvent aucun cliangement. En effet , on a , en premier lieu ^ 

îb^îa îa a 

fXa,b)= ---=_+_ , 
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fonction évidemment symétrique en û et 3 , et on pourrait en dire 
autant de toutes les fonctions interpolaires h deux lettres ou du 
premier ordre. 

On aura donc , semblablement , 

U{a,c)=: 1 ; 



mais 






mettant donc pour ii(a,b) et f,(^/,r) les valeurs ci-dessus^ il 
viendra 



(a-^)(*-c) ~ C*-fl)(^-c) ^ 0»— c)(c-5) ^ (c— o)(#— 6) ' 



ou 9 en réduisant à une seule les deux fractions de même numé-> 
rateur » 

ia îb fe 



(a-^)(a-c) ^ (6-ii)(é-^) ^ (c-û)(c-^) ' 



fonction également symétrique , et on démontrerait la même chose 
de toutes les fonctions interpolarres à trois lettres, ou du second 
ordre. 

On pourrait , par des transformations analogues , étendre pror- 
gressîvement le même principe aux fonctions interpolaires des or- 
dres supérieurs ; mais , afin de ne pas nous borner à une simple 
induction ., à Tégard d'un principe qui est fondamental , dans la 
théorie qui nous occupe , prouvons que , si la sj'métrique se sou- 
tient jusqu'aux fonctions du (n — i)^""* ordre, inclusivement, elle 
aura lieu également pour celles du /z.^"** 
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Supposons donc que/ pour lef n lettres û^bpC, ^»»^ pf^^r^ on 
ait trouva 



fn^i{^ }^$-^f ••— /^J^jO" 





ta 


(a—*) (a— ^)^M,.(tf — 9)(a— r) 


, 1 


(b 


• (3-a)(à- 


■e)...^«(^— y) (^"^0 


T" • • • • • 


' 


j 


fç 


' (f — «) (^— *)•••— (y—/') (y—^) 


o,. i 


tr 



» 

f 



ir-^) (r— ^)...,..(r--p) (r— 9) 



nous aurons sembiablement ^ pour les /i lettres a^i^Cf ^,.p ^ç^s, •. 



fn 



+ 



(û— ^}(fl— c)...,..(fl — ^X^^-j) 



a 



(^_fl)(^— 1)^.,.(^— ^)(^— j) 



d(,^,^>--/^fy»'^)== 



+ 



(9""^)(^~^)—-(y'*7')C^— *) 



f^ 



+ 



fonctions qui sont ^métriques l'une et l'autre. Mais , en vertu de 
la définition des fonctions, interpolaires, on a, pour les /i+i let- 
tres a^bjCy y^^'j^j 



INTEAPOLAIA&S. 



333 






r— j 



il viendra donc, en substituant, 



^Jo,h,c,..,.(f,T,s) 



fa 



(a— 4)(a— c).... (fl— 9)j(«— ^) (fl— ^) (fl— c). ..4(a— ^)(a— j) 



+ 
+ 



a 



a 



{b—aXb'—c)..^ib—gXb-'r) (6— «1)1*— «).-.(*— f)(A—4; ' 



f 



~ (9-«)(»-«)....(?-/>)(v— r) ~ (?—aXf-*)....(y— ;»)(?— *) 






OÙ y en réduisant à une seule les fractions de même numérateur , 



i,{ajhyC^....jfyi/,sy. 



fa 



(a— 3) (flT^).«..(a— r) (a — s ) 



a 






/ 9 



+ 



fr 



(r— û)(r— ^).,..(r— y ) (r— 5) 



ir 



\ 
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fonçliorT^galement symétrique. Il demeure donc établi par là que,, 
si la symétrie se soutient jusqu'à l'emploi de la /?.""• lettre, in^* 
clusivement , elle aura lieu encore après riutroduction de la (/2+i)^*~ , 
quel que soit n ; puis donc que celte symétrique a Jieu en efiet 
pour des fonctions interpolaires formées de deux et de trois let«* 
très 9 il s'ensuit qu'elle doit être regardée comme un fait anali-^ 
tique généralement démontré» 

4* D'après le mode de génération des fonctions interpolaires ^ il 
existe une relation fort simple entre deux d'entre elles de même 
ordre , ne différant l'une de l'autre que par un seul des éléniens 
qui les composent. Puisqu'en effet on a 

J. + »(^»^>^^^;— •;= 7 » 

on en conclura 

On peut également obtenir une relation très-remarquaUe entre 
trois de ces fonctions interpoJaires de même ordre , ne diffl^iant 
que par l'exclusion donnée tour-à-tour à une lettre y sur trois 
d'eutre elles. On a en effet, par la formule (r) 

f.(tf ,r,^, ....)— 'ijjf,c,d^ ....)=(tf — i)f.4.,(tf ,*,r,d^, .. .) > 



ij^a^l^d^ ....) — i^(a^c^d,....)=i{b — cy„j^Jûyè,c^d,....} ; 



d'où , en retranchant du produit de la première par ^— ^ le pro- 
luit de la seconde par a — i et réduisant , 



.-■■ -..-v-..^.. 
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formule que Ton retiendra facilement dans sa mc^moire , en remar- 
quant I.* que la somme des triùs coeQlcïeus biuomes est nulle ; 
2.® que la lettre qui manque dans chacun de ces coeflïciens est 
aussi celle qui manque dans la fonction qu'il multiplie. Remar- 
quons , au surplus , que , bien que nous ayons supposi^ qu'il s'agis- 
sait des trois premières lettres, le théorème n'en demeure pas moins 
établi généralement pour trois lettres quelconques ; piiisqu'à cause 
de la symétrie des fonctians inlerpolaires , on peut toujours arae- 
uer ces trois lettres à être les trois premières. 



5. Les fonctions interpolaires des dlffereiis ordres sont , comme 
l'on Toit, complètement déterminées, tant que les élémens a.b,Ct 
d,,... dont elles se composent sont tous diil'érens les uns des au- 
tres; mais , si tous ou partie d'entre eux sont égaux , il arrive 
que toutes ou partie des fonctions f,. fi,f,i .... , qu'il faut succes- 
sivement calculer, pour parvenir h la valeur de i„(a,b,c,d, .. .) se 
présentent sous la forme |. Or, on sait que , lorsqu'une fonction 
quelconque, qui n'est susceptible que d'une valeur unique, se pré- 
sente sous cette forme , en vertu de l'égalité de deux des élé- 
mens p el tf dont elle se compose , trois cas seulement peuvent 
se présenter, i." Il peut arriver que la différence /?— y décroissant 
indérniinienl , la fonction décroisse aussi indéfiniment , de manière 
à pouvoir devenir moindre que toute grandeur donnée; ce qu'on - 
exprime en disant qu'elle devient nuHe quand p=fj \ 2.° il peut 
arriver, au contraire, que la différence p — ^ décroissant indéfini- 
ment, la fonction croisse indéfiniment , de manière à ponvoîr sur- 
passer toute grandeur donnée; ce qu'on exprime en disant qu'elle 
devient infime , quand p=ç ; 3.» enfin i) peut se faire que p — n 
décroissant indéCniment , la fonction ne décroisse ni ne croisse in- 
définiment , mais seulement de manière à tendre sans cesse vers 
une grandeur constante, vers une limite finie, dont elle pourra 
différer de moins de toute grandeur donnée , en prenant p — y 
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d'une petitesse suffisante ; et alors cette limiie fixe sera dite la ya- 
leur de la fonction qui répond /'^^•^ 

Or » nous allons voir qu'à l'égard des fonctions interpolaîres , ce 
troisième cas est , généralement parlant , le seul qui puisse avpîr 
lieu y ou y en d'autres termes , qu'en général ces sortes de fonctions 
ne sauraient jamais devenir nulles , par l'effet de L'égalité dé tous 
ou partie des élémens dont elles se composent. 

Pour le prouver , imaginons qu'on partage Kintenralle h — a en 
un nombre arbitraire m- de parties égales; posons , pour abréger, 
h — a=k ^ et soient 

in m ' m m 

VOUS aurons (r) 

771 \ 

h 



771 

en ajoutant > réduisant et se rappelant que (i) 

Cl (^,^,^> ...•) — {n.i {p^c^d^ )^=k(^{OfbfCyd^ ..^.y , 

il viendra , en divisant -par k , 



.■ i 
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/ l.fa^.^iJ, ) 



f.(«,JM.-.)=^ 






3Î7 



(3) 



+(.{'■. 



...) 



c'est-à-dire que f„(<a,î,f,(/, ....) est la moyenne arithmétique entre 
toutes les autres fonctions interpolaires du même ordre déduites de 
celle-là, en y oieltani successive ment a et a , , a, et o, , a, el 

<7,, o^.i et ^ , en place de a el &. 

Il suit de là qu'excepté le cas où toutes les fonctions dont la 
somme divist'e par m compose le second membre de l'equalion (3) 
seraient égales entre elles , auquel cas chacune d'elles serait égale 
à celle qui forme le premier membre , il y en aura toujours de 
plus grandes et de plus petites que celle-là. Or , on peut toujours 

prendre le nombre m assez grand pour rendre — et conséquem- 

ment les dîûercnces consécutives a,— o , a,'— a, , a, — a, 

è — a„.. d'une petitesse indéfinie ; donc , si une fonction interpolaire 
telle que ija,b,c,d,....) pouvait devenir nulle ou infinie, lorsqu'on y 
fait a-^b , on pourrait toujours prendre pour m uu assez grand 
nombre pour rendre toutes les fonctions qui composent le second 
membre de l'équation (3) moindres ou plus grandes qu'un» gran- 
deur donnéequelc'jnque , et , en particulier , moindres nu plus gran- 
des que celle qui forme son premier membre , ce qui rendrait celte 
équation absurde. 

On voit donc que la fonction f,(a,^,c,rf, ....) continue à avoir une 
valeur déterminée, qui n'est nî nulle ni infinie, lorsqu'on sup- 
pose les deux premiers élémens a et 3 égaux entre eux ; el il en 
sera de même encore , dans le cas de r*gallté entre deux autres 
qiielconqHes de ses élémens ; puisqu'en vertu de la symétrie de là 
Tom. Xri. 44 
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fonction , on pourra toujours amener ces deux él^men^ à être let 
premiers. Il en serait encore évidemment de même dans le cas de 
l'égalité de plus de deux élémens entre eux, ou de Tégalité entre 
plusieurs groupes d'élémens ; et , bien qu'alors le procédé que nous 
avons indiqué pour parvenir à ces sortes de fonctions n'eu assigne 
plus la valeur y on pourra néanmoins les représenter et les employer 
dans les calculs , comme si cette valeur était connue* Observons 
d'ailleurs que rien n'empêche que les fonctions iuterpolaires , comme 
toutes les autres fonctions, ne deviennent nulles ou infinies , pour 
certaines valeurs particulières des élémens qui les composent ; mais 
cela n'arrivera jamais , tant que ces élémens conserveront Jeur ia— 
détermination. 

6. De la formule (i) on peut conclure 

fx=fûr+(ar— /7)fj(/7,j:) , 



C (a,B^t"Pr^)=fn-% io,b^, ...p,ç) +(*— f)f.(<ir,3^, ».p,Ç,x) î 
ce qui donne , par des substitutions successives « 

itt 
{xz=^\ +(•*■ — o)(x — b){x — c)ff(a,l>,c,J) 
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Celte valetir de for contient une fonction interpolaîre de jt , à son 
dernier terme; mais, si les ëlém^ns ^,3,^,.. ../?,y ^ ont des valeurs 
comprises entre des limites peu dtendues , et que x soit lui-m6me 
compris entre eux , la série sera assez convergente pour qu'on puisse 
se permettre d'en négliger le dernier terme , et on aura alors sen-- 
siblemeni 

ia 



is^l } . (4) 

+ 

Oa reconnaît ici la formule ordinaire d'interpolation ; ce qui ^u&* 
tifie la dénomination à' interpolaires que nous avons donnée aux 

fonctions dont elle se compose. 

\- 

7. Posons j=:£r , et désignons 

par A/ la quantité dont y augmente, lorsque x devient or-fAr ; 
par A'j la quantité dont Aj augmente, lorsque x devient x^-Ùlx :, 
par A^/ la quantité dont A*/ augoïente, lorsque x devient x^ù^ , 



par A*/ la quantité dont A**/ augmente , lorsque jt devient a:4-A;r> 
nous aurons , par la définition des fonctions intcrpolaires , 
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k 

Ay^Ax{{t(x^Ax,X'\'2Axy^(i(x,x+Ax))^2Ax\(^(x^'^Ax^']^^J\jr) 

L'analogie conduit à soupçonner qu'en gênerai 

A''y^=nlAx''f^{xjX'];AxyX+2Ax^,...x+nAx) • 

Pour changer ce soupçon en certitude , il suffît de prou?er ^u'il 
devra en être ain«i^ si Ton a 

or , en adoptant cette hypothèse , on aura 
c'cst-u-dire , 

■ 

Ay:=:n\Ax''(J(^x^x-^Ax,x^2Ax^ jt-f-wAx) ; (5) 

comme nous lavions annonce. 
8. Reprenons la formule (4) 



supposons les ëlémens û^b^Cy.... ëquidiflerens , et soient posés 
soient faits , de plus 
nous aurons 
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-T— = — r-=l.(V) , — J-— =» TX^-=2t.(*,^,'f) , . . . . 






d'où , en subsUtuant dans la formule (4) 



«-a Ay^ , x—a «— J A'yp «—a «— * «— e Aîy^ „ 

Si nous posons x^-^a:=rnk , nous aurons 



^— r=(jr— u)-*(tf— a)=»A— 2^=:(/i— 2)/f , 



• « • • 9 



de sorte qu'alors cette formule deyiendra 



f t , par suite , en supposant p nul , 

r«=r+7 Ar+7--i— ^r+ - - - — P + .... (8) 



ce sont les formules connues d'interpolation , pour le cas de l'é- 
quidiiTërence des wleurs de la variable indépendante. 
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9. D'après ce qui a été démonlré ci-dessus (5) , on 



^Jifl'Jb^c^ •••• r,j)=s 



i 



f<» 


• 


(a — *)(« — <)....(a- 


-r)(«-0 


l "* 






-r)(4— 


• 1 . 




(C«^fl ) (c »— ^) . . ,.(c- 


-r)(c— *) 


4- ... r ... . 




f ^^ 



(i— fl)(j— 3)....(^— y)(5— rj • j 



5upposafit alors, comme ci-dessus y 



i— tf5s^— 3=^ — ^=:,.. .=^ — r=iî > 



tt posant eu outre 



on trouvera , en substituant «t renversant l'ordre des termes du 
ccmd membre,. 



Jp^' 



\Ln 



n\k 






mais si , dans la formulées) , on change y en ^^,, x eu a el 
qu'on y fasse , en outre , Aa =: k , elle donnera 

#I»Jh 

donc , en égalant ces deux., valf^ur^ et multipliant par nt ,e 



f ' 



INTERPOLAIRES. 5^5 



n ii-*i n If— I ii«-t 



<l'où> en supposant /? nul 



n n— 1 n n-— i n— i 



^>=r«— 7 r- + 7" -7-r»- — r ' IT * -3— rn.i+.- ; (lo) 

formules inverses des formules (7) et (8). 

io« Revenons au cas où plusieurs des ^ëmens de la fonction 
4 sont ^gaux entre eux. Nous avons observe (5) que , bien qu'a- 
lors cette fonction se preseniât sous la forme ^ , elle n'en avait 
pas moins une valeur déterminée qui , en général , n'était ni nulle 
ni ibfinie , et que , bien qu'alors notre procédé ne fat plus pro- 
pre à en assigiler la valeur , les mêmes notations n'en étaient pas 
moins propres à la représenter; eir contiuuaii!; donc à les employer, 
nous aurons d'abord (i) 

4l'oà f en ajoutant et réduisant » 
Nous aurons «ussi 

f , (</^,^)--f , {a,a,a)=(J, -a)i^ (a,a,a,b) , 
d'où en ajoutant encore et rt^uisant 



f ^^^^^mtt\ 
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En continuant de la même manière, on aura en général 



C-i i^Âif — *î— fi... (a/ffitj ... a)ss(i—a) 






. 9 



+f»(tf ,17,17, ....M a^ayi) 



si , dans cette formule , on fait i=:ui+k , d'oà b^i=zk , et ^u*on 
change ensuite a ea x , elle deviendra 



4-f,(jr,j-,a:, x+i,x+/c^-^k) 



+ 



; (••) 



formule qui va nous servir tout-à-rheure. 

II. En conservant toujours les mêmes notations, on a, par la 
formule fondamentale , 



i:. Tnr.roLAiriEs. 



345 



f, x,j:yX-\-k)=.î^'x,}r,x) \:.i^(x.x,.r,x-\h) , 



fi.. . '•'■j^.-r, ....x^x-\-k)=ii„.^{x,XyX x.xy-\hîj x,x,x, „.. x^3ê,x\h') \ 

prenant la somme des pro«liiits respectifs de ces t'ciHalioùs par ijcy 
k'^^y k"'* f et reduisaut, ou trouvera 



ix 



\ 



-\-kî,{x,x) 
+k'{^ {x,x,x) 



f(^+^)=s < '\-kH^(x,x,XfX') 



i; (.2) 



4-/i:" * f„.. (ar,^,ar, .... XyX) 



-f-A"f.( TjJTyr, ... XyTyX'^h) 



développement de ((x-^h) en s^rle où on pourra toujours prendre 
k a>sez petit , sans élre nul , pour que la série soit convergente , 
puisque les fonctions qui multiplient les diverses puissances de k 
ont toujours des valeurs finies. En outre , si Ton parvient à as- 
signer deux limites entre lesquelles se trouve compris le diTnier 
tertue du développement, le seul qui renferme h sous le signe de 
foncticm , on connaîtra aussi par Ih les limites de Terreur commise 
en bornant la série aux seuls termes qui précèdent celui-là. 

Examinons présentement ^ d'une manière plus particulière , la 
Tom. XVI. 45 
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nauire des miiIriplîcQteurs do4 diverses puUsAnc^a do h , dnni U 
formule (13), Suit, eu général, dt^giid par f^W, la limite vt?|-« 
lacjuelle teud sans cesse le rapport 



' " — r i 



lorsque h tend vers zéro ; où , en d'autres termes , ce que devient 
ce rapport, lorsqtre k devient infiniment petit ou nul. Alors Pjt, 
i*^x^i"'x^ .... , seront ce qu'on appelle les dèrhées successives de la 
fonction £r. On aura d'abord 

ii{x,x)^i'x ; 

car on a 

et les deux quantités ÎJx^x) et (^x sont respectivement ce que 
deviennent les deux membres de cette équation , lorsqu'on suppose 

On anra en conséquence , 

F k * . 

mais, en vertu de la formule (ii) 

■ 

donc 

donc aussi {''x= ai t(x,Xyx); car ce sont là les limites respeclires 



f 

I 
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vers lesquelles tendent les deux membres de celte dquation , à me- 
sure que k tend vers zéro. 
On aura , en conse'quence , 

— l — =^- 1 ' 

mais, en vertu de la formule (11) 

{^{x-^-k^x^k^x^Ti) — {J^XjXyX)^k l ^{^{x^x^x^k^xJ^k) 

4-f , {x^x,x,x^k) J 

donc 
-^ = a { f , {x,x ■\-k,x\1t,x\V)\^i ^ {x^x,x\k,pc\k)^i^ (x,ar,ar,Jf+-*J>/ î 

donc aussi i**'x^\.^.Z.î^{x^x^x^x^ ; car cf sont là les limites res- 
pectives vers lesquelles tendent les deux membres de cette éççr^ 
tiun à mesure que k tend vers zéro. 

Comme rien n'empêche de poursuivre ce raisonnemen*'^^^* ^*° 
qu'on voudra , il s'ensuit qu'on a 



et tH, ^ V ' ^^"^ 



et, en gënëral » 






valeurs qui, sal>sutu'^ ^a»» »» ^^^^""^^ C»^), donneront 
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+/t''f/j(T,r,^, ....... x,j",jr4-A:) • (i3) 

On reconnaît ici la série de Ta^lor y qui se trouve ainsi démontrée, 
12. On a cette suite dVqnalions (i) 
{/Xyx)—î,(x,jr-\-h)—kî^ [xyX,x-^Ir) , 



Cn prenant la somme des produits respectifs de ces «^nations par 
H-», —A, +3^* , — oA^ , +•— > t' réduisant, il viendra 

»i(^»«^, =: f, (x,x^/i) — Zf j ^,^4-A',jr4-2A)+ 1 .2^7, (*-,jr+*>^-+*-*i'^+3^)— •••- 

i(«— '/'-•C(x,j'+/r,:r+i/r,...jr+/2^)in!^"f„^,(x,a-,x+*,*+2*,^ x^nk) ; 

n.uis on a^^ j^ formule (5), eii posant r=tr, d'où f.,x,jr)=3 

4r 



^■^=dx » 



V4/)=-i;^. 



f , (^,^4 A^>a^+ 2^7==^'.^ 



Ah 



> ^ 



il tiendra donc , eu suLsiiiuant ei muliipliant ^^ ^ 
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- ilv Ay AV , AV , AV .» . .^ , ■ « % j i tv 

On poiirrnil rlen^îre Indi^fîniinent ces recherches; mais ce qui 
pn'ci lie suflil pour atieifidre le bul que nous nous étions proposé (*). 



GEOMETRIE, 

Rapport à V Académie royale des sciences , 

Par M. Cauchy î 

«Sur un mémoire relatif aux propriétés des centres de 

moyennes harmoniques ; 



Par M. PoNCELET , Capitaine da génie 



JLiK secn'tnire perpétuel de TAcadémie , pour les sciences mathé- 
matiques , certifie que ce qui suit est extrait du proccs-verbal de 
la séance du lundi 'j3 janvier i8a6. 

L'Académie nous a chargé, MM. Legendre , Ampère et moi, de 
lui rendre compte d un mémoire de M. Poncelet, sur les centres 



(*) Ce uëuioire n'ayant point cté r^^digë par l'auteur , mais seulement* 
d'après des noie» très*soiu maires qu'il avait fournies, le lecteur vi>udi*a bien 
ne poiut lui attribuer les nt^gligences de rédaction ou lui^uie les eireura 
qui pourraient s*y élre glisKées* 

J. D. G. 
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de moyonnos hannonitjues. Pour doiiiK^r une idée succincte de Tob- 
je de ce nn-moire , ii est a'ah;>i:l m 'r.'ss;nre de rappeler en quoi 
jCOMsiite h division hiinaoïii.jie d'ip.u" droite AB , par rapport à 
un point pris sur cette droite ou snr son prolongement. Si. Ton 
dési:^ h' par la lettre C le p )iiit nilllen de li droite dont il s'agit , 
la «ilitinci» d'un j)oîiil (}:ii :.:on;jne P de la même droite au point 
C sera ovidi'nnnont la ri ),en.ie ailtliiiietltiue entre les distances PA 
et i'ii ; en sorte qu'on aura 



Cr, si dans IVquatlon pn'ced.ente un remplace les distances PA, 
Pli.rC par les rapports 
tiendra y savoir : 



— , — , — , la formule qu'on ob— 



yjL 



G ' V PA ^ PB y * 



PC 



ne pourra être vérifiée qu'autant que le point C coïncidera, non 
j)lus avec le milieu de la droite AB , mais avec un autre point 
situé sur celte droite , et qui se déplacera erf même temps que le 
point P. I.e ];oint G, déterminé tomme on vient de le dire , es* 
le centre des moyennes harmoniques des points A et B, relative- 
ment au point P , pris pour origine (*). Si plusieurs points con- 
séviiilfs A, B,C,0,E, ...... sont tils que l'un quelconque d'entre eux 

coïncide avec le centre des moyennes harmoniques des deux points 
les plus voisins , ces diflérens points formeront une échelle har- 



(*) Il est aîs^ devoir que les points P et C coupent liarmoniquenicnt 
la droite AB , daas le sens 401 a été expliqué à la page 1^74 du présent 
volume. 

J. D. G. 



• T 
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Dioiiiqui.' ; et il est fiicilc de prouver 411e, pour oljttiiîr nue si-m- 
iiluble i^cliille, il sulllt de mettre eii perspective une c'clu-IIf de 
parties i^^alt'S. IMti^it'urs des coiisi'ijrieiices cjui résultent de ta dîvi- 
stoii harmotiiqui* d'une droite avaient di'Jîi été dévcluppées par dï- 
Ters gi'uiiiètres , entre lesquels on doit distinguer Mîn'laurin. M. 
Puiicelet ajoute de nouvelles prjposiiions à celles qui étaieut cou- 
nues. Les plus remartjuiibles suut celles au\qnelles il est conduit 
en généralisant la déjiuilion du centre des moyennes liarmoniqncs. 
On peut en simplifier la démonstration et les rendre plus faciles 
k saisir , eu substituant aux délinitiuns qu'il présente , celles que 
nous allons indiquer' 

Si l'on suppose que cliaqne élément d'une droite matérielle ho- 
mogène , et prolongi'e de pirt et d'autre à riuliui , attire un point si- 
tué hors de cette droite , suivant une certaine fonction de la distance , 
ce point sera sollicité au monveatenl par une force perpendiculaire à 
la droite , et proportionnelle h une autre fonction de sa distance 
à celte droite. Si l'allractton entre deux points est réciproquement 
proportionnelle au quarréde leurdistance , la force dont il s*agit sera 
réciproquement proportionnelle ù la sioiple dislance du point donne 
k la droite vers laquelle il est attiré (*J. Cela posé, soient DE la 



(•) Soit prise , en clFel , la droite dont il 
son* le patnt attire situé sur l'aie des y , 



tractio 



doDC 



distance b de l'ori^ 
ce point pîw un clcinent dx de cette droite sern 



Il suppo- 
ine; l'at- 
A.U 

A ëtant une constante relative & la fois et h la niasse de l'élément et h l'în- 
teo:<ité de L'attraction. Cette attraction , estimée suivant l'axe d<:s y , sera 
Ad* b AliAx 



difîci-en.ticlle dont l'intô' 



Si l'on suppose la droite d'une longueur la, et ayant Bon milieu ji t'o 
jiue, ou obtiendra l'action totale exercée par cette droite, laquelle s'exi 



3?2 rr.opBTÉTES dt:s centi^fs 

droite rjue ronconsiJère et A,\',\^^.,.. , plusieurs poi.ïts sîtm's Pvrc 
elle dans un seul et meiuo plan. Si Ton suppose ôitïéreiiles uiiis- 
ses ri^m'jn*^....^ concenlri.vs sur les points A, A^A".. ..: ce que M, 
Poiî^'.'!;t nomme le fjniri'. de leurs moyenuis harmorii^/aes ^ par ri^p- 
p ri i!. 1 1 dii.iit»? DE , ne sera autre cîio>o que le rentri* des forces 
pirallvles q li sciiliclieront les masses ^725//i'.^/w^', .... , dans des direc- 
liv/:.i prr:)end:cal.;li\s à la droite. 

(innievtius uiaiulouaît que les masf.e;; m.m'an'\ , ., . , soient con- 

cenlrrt\s sur les points A,.\'â^^ , silurs d'une mîtnJcie quolcou- 

qi:e lions IV'sp irc. iW que M. Poncelrl ucunnu» le centre des uioyen- 

r.i r.,i: : (r»:.pi« s des puinls A,\^A'', , rihitivc nient ii un pion 

dniH};* II.}', ne sera autre chose que le centre des forces parai— 
liks qui suiilclleront ces diflj-reus points , dans des directions per- 
pendiculaires au plan , si Ton admet encore que chaque force soit 
rc^ciprojueincnt proportionnelle à la distance au plan , ce qui re- 
vient i supposer l'attraction entre deux points réciproquement pro- 
portionnelle au cube de l intervalle qui les sépare (*). En partant 



■N»i 



cera uDiquement dans le sens dcs^^ en faisant x==a et doublant le r^ul- 



2 A o 
tat ; ce qui donnera , — ; fonction qui se réduit simplement à 

i— ^ lorsqu'on suppose a=x . L'attraction est donc alors inversement pro- 
b 

porlionnelle à la flistance b du point attiré à la droite attirante. 

J. D. G. 
J" (*0 Tout étont d'ailleurs supposé comme dans la prëcédenle note « suppo* 

ji tons que Tattraction soit inversement proportionnelle au cube de la dis* 

tance ; l'attraction exercée par i*ôlément do? aura alors pour express! oa 

hi\x Adjc 
é Cette attraction, estimée suivant l'axe des y, sera donc -, 

b kb{\x 
X *T~- ^ = "^ > dilTérentielle dont Tintëcrale est 
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des di^finilions qui pr^ctdcnt , on éti.L.lit sans peine les diverse* 
proprit-'tes des centres des moyennes harmonûpies. 

Ainsi , par exemple , concevons que , les points A,A'^'', , 



Si l'on supposera droite d'une longueur ia , et ayant son milieu î> l'ori' 
gîae , on obtiendra l'action totale e&ercëe par cette droite, laquelle s'«ier- 
cera uniquement dans le sens d«i y , en faisant x^v , et doublant le ré- 
«ultat , ce qui donnera 






+Arc.^Tang— i)j . 



Si ensuite on suppose i 

■uîrant se réduira i ^w 
A« 



c'+b' 



disparaîtra, tandis que le 



de sorte que l'attraction exercée par la droite 

fera «priutée par '—; elle seradonc inversement proportionnelle an quarrd 

de (. Ainsi , l'attraction de tous les ifléioens d'une droite d'une longueur 
infinie sur un point situé hors de sa direction , étant inversement propor- 
tionnelle au cube de leur distance à ce point , l'action totale de cette 
droite sur ce même point se réduit i une nction perpendJculaice , inverse- 
ment proportionnelle au quarré de la distance de ce point à cette droite. 

Cela poié , soit un plun uniformément matériel , et d'une étendue infi- 
nie, considéré comme plan des xy , dont tous les points eccrcent sur un 
point de l'nxe des s une attraction inversement proportionnelle au cube de 
L distance. Considérons ce plan comme composé d'élémens rectilignes , donc 
longueur inlinie , parallèles à Vane des y. L'action totale de cliaque élément! 
■e réduira, par ce qui précède , i nne action dirigée suivant la droite qsi 
joint le point attiré à l'intersection de cet élément avec l'ase des x , et 
inversement proportionnel au qnarré de la longueur de cette droite. On 
se trouvera donc dans le même cas que si , le plan attirant étant remplacé 
par l'ase de» x , l'attractiou était devenue inversement proportionnelle au 
quarré de la distance i donc , par la précédente note , l'actron totale du plan 
sur le point attiré se réduira à une action suivant l'nïc des «, et invcr- 
■emeut proporlionocile à la aimple distance de ce point k ce plan. 

J. D. G. 

Tom. XVI 46 
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ëtatit sirués dans un aaùme plan avec la droite DE, on joigne nn 
qnelconque D des points de cette miroite avec les poînls A,A', 
A''',....., et qu'une parallèle de h DE coupe les droites DA.DA', 

DA", ...., aux points fl,(7V". SI, apr^s avoir pris la droite DE 

pour ase des jr , on désigne par // la distance enire les droites 
DE et ele , puis par j,j',y", . ... , les ordonna -des points A,A', 
A", et si l'on applique à ces points des forces paralU-les 

/>= - , P'= — , P"= — , ; la force P= — pourra 

y y' y" y 

être remplacée par deux composantes parallèles , l'une ^gale à 
— , appliquée au pointa, et l'autre appliquée au point D. Donc, 
le sj'slème des forces P^P'^P", ... , pourra être remplacé par des for- 
ces —- , — , -nf,"-', appliquées aux points a,a'^", , et par 

la résultante des fwces appliquées au point D. Donc la droite qui 
joindra le point D avec le centre de gravité G des niasses m,m', 

m", concentrées sur les points a ^a'^a", , passera par le centre 

des forces parallèles P,r',P", , ou , ce qui revient au niL*me , 

par le centre des moyennes harmoniques des masses m,m',m", ,.• , 
concenlréfs sur les points A,A',A", ,... Cette proposition continuera 

de subsister si les points A.A'jA" changent de posiiion sur 

les droites DAjDA'jDA^/,.... Or, ou peut imaginer que, par suite 
du changement de position , ils se rangent sur une nouvelle droite 
KL, qui soit parallèle à DE , ou qui viennent recoulrer DK ea 
un point doinié E ; et comme , dans ce dernier cas , le centre des 

moyennes harmoniques des points A,A',A'', , restera le même , 

par rappport à toutes les droites qui passeront par le point E , oi> 
pourra ie nommer centre des mpyennes harmoniques des points A, 
\',A" , relatif au point L. Les remarques précédentes fournis- 
sent les principales propriétés du centre des moyennes haroionîques 
de plusieurs points situés dans un plan. 

Concevons encore que, les points A,A',A", étant placés k 
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volonté dans l'espace , on trace dans un plan donné UEF, une droite 

queltonque DE , et qu'ayant coupé les plans DEAjDEA'jDEA." 

par un nouveau plan def , parallèle à DEF , on prenne , sur les droi- 
tes d'intersection , des points quelconques a,a',a",..,. Si, après avoir 
choisi le plan DEF pour plan des s'y ^ on désigne par h sa distance 
au plan def^ puis par z,z',z", ..... les ordonnées des points A, A', 
A", , et si l'on applique à' ces miîmes points des forces parallèles 

P=z — , P'= — , P"= — , , la force P= - , appliquée an 

point A , ponrra être remplacée par deux forces parallèles , l'une égale 
& — , appliquée au point a et l'autre appliquée au point d'intersection 
de la droite Aa avec.Ia droite DE. Donc le système des forces P.P^t 
P", ... , pourra être remplacé par des forces -r > ~r" » "T; >••••» 

appliquées aux points a,a',a" , et par la résultante des forces 

appliquées à différens points de la droite DE. 

Donc le plan qui renfermera ta droite DE et le centre de gra- 
vité G des masses m,m'/n'^y. ...... concentrées snr les points o,a', 

a", ....•■, passera par le centre des forces parallèles P^P\P", , 

on, ce qui revient au même, par le centre des moyennes harmo- 
niques des masses m,m',m'\ , concentrées sur les points A,A', 

A",..... Cette proposition continuera de subsister, si les points A, 
A,'A'^.... changent de position dans les plans DEA,DEA',DEA",.... 
Oi , on peut imaginer que , par suite du changement de position , les 
points dont il s'agit soient ramenés dans un nouveau plan qui soit 
parallèle à DEF , ou qui coupe DEF suivant une droite donnée 
KL , et il est clair que , dans le dernier cas , le centre des moyen- 
nes harmoniques des' points A,A',A", .«, relatif au plan DEF , sera 
aussi le centre des moyennes harmoniques relatif h. la droite KL. 

Observons d'ailleurs que, si l'on suppose les points A,A'A", , 

situés sur les droites ADjA'D.A^D, menées des points A,A', 

A",, au point D , les composantesdc i^jP',/"', .... , précédemment 
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appliquées i divers points de la droite DE, passeront parle point 
D , el qu'en conséquence le centre des moyennes harniuniques des 
points \,h',K", .. .. sera situé sur le proioitgctneiit de DG , G dé- 
signant toujoars le centre de gravité des points a,a',a", ..... 

Les divers théorèmes que nous venons d eiablir , et quelques an- 
tres que l'on déduit facilement des premiers , ont et»' démontrés 
par M. Poncelet , à l'aide d'une mélllude très-difrérente de celle que 
nous venons de suivre. De plus , après avoir établi les propriétés 
du centre des moyennes harmoniques, l'uutcur en a fait quelques 
applications ingénieuses, parmi lesquelles nous avons remarqué la 
construction d'une échelle harmonique , à t'aide d'un procédé fort 
simple , qui exige seulement l'emploi de la règle. 

En partant de la définition qtie nous avons donnée du centre 
des moyennes harmoniques, il serait facile de déterminer analitï- 
quement ce même centre. En ciî'et , supposons les masses m',m", 
m'",... , respectivement concentrées sur des points {x',y',z') , (*'', 

y"-,z"') , (j'",j"V") ) » Pt cherchons les coordonnées *,y,i , 

du centre des moyennes harmoniques de ces masses > par rapport 
DU plan d« xy» 

En faisant pour abréger , 

/"= "1 . p»= ï: , f"'="^, 

ei désignant par P la résultante des forces P',P'\V"^ , on 



(i) P=r/+P"4-P'"+ = 4 + ^! H- — + •- =S — 



et, comme on aura de plus, en vertu des formules relatives aa 
centre des forces parallèles , 
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Pz«S(PV;=Sot' , 



«a en oonclara 



t _ m V 



(3) i v=J«:î51 . 

P M» * 



z=^'-tm*. 



C«s direrses formules s'ëtendent aa cas même où m^jm**^ .m 
représenteraient les masses des divers ëlémens d'un corps solide 
divise en une infinité de parties ; alors elles se rëduiiaient & 

(4) R=JjIjP '- ixifix , 

m 

p désignant la densitë de la molécule située en (s.fyz) et (X^Y^) 



5$é 
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ëtanl le centre dos moyennes harmoniques demandé. Si , pour fixer 
les idées, on cherche le centre des moyennes harmoniques d'une 
sphère homogène décrite avec le rayon r , el dont le centre soit 
placé sur l'axe des z , i la distance h du plan des jry , on re- 
conmiltra que ce centre est lui-miîme situé sur l'axe des; 4 à une 
distance Z de l'origine , la râleur de 2 étant 



(6) 



■ ^^r+^-^;\ëy 



Si la Taleur de /i est très-grande , par rapport au rayoQ r , la 
Tïleur précédente de Z , oa 



'' ■='-+=('--'0(i+Ti'+...) 



=/;+.. 



deviendra sensiblement égale iî ^ ; et par conséquent le centre des 
moyennes harmoniques se confondra sensiblement avec le centre de 
la sphère, comme on devait s'y attendre. 

Soient maintenant v',v",9"', ..... les coordonnées des points A',A'\ 
Â'",..., relatives à un plan quelconque, perpendiculaire ou oblique 
au plan des xy ; c'est-à-dire , en d'autres termes , les distances des 

points A',A",A'", au nouveau plan , prises tariiôt avec ie signe 

+ , tantôt avec le signe — , suivant qu'elles se comptent dans un 
sens ou dans un autre. Soit de même c la distance du centre des 
moyennes harmoniques des points A',A",A"',... , au nouveau plaa 
dont il s'agit. On aura , en vertu des propriétés connues du cea- 
tre des forces parallèles , ' . ■* 



(7) 



P^=S(PV') , 



ou , ce qui r&TÏent au m^me , 
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(8) 



GtUe dernière formule comprend , comme cas particuliers , les 
foniiiilcs (2) , el celles que M, Poncelet a dtablies relativement au 
centre des tno^eones harmouiques de plusieurs points situés en 
ligne droite. 

Le m(5moire de M. Poncelet osl précédiî d'un discours prélimi- 
naire qui offre une sorte de rJsumi? de ses rcclierches sur la géo- 
métrie , et d'une note sur les moyens d'esprimer que qualre points , 
appartenant respectivement à quatre droites qui convergent vers 
un point unique , sont compris dans tm seul et mi^me plan. Bans 
le discours préliminaire , l'auteur insiste de nouveau sur la né- 
cessité d'admettre en géométrie ce qu'il appelle le principe de ro/i- 
tinuilè. Nous avons déjà discuté Ce principe , darts un rapport 
fait, il y a plusieurs années , sur un autre mémoire de M. Pon- 
celet CJ , et nous avons reconnu que ce principe n'était , à propre- 
ment parler , qu'une forte induction qui ne pouvait être indis- 
tinctement appliquée à toutes sortes de questions de géométrie , 
ni même en analisc. Les raisons que nous avous données , pour 
* fonder notre opinion, ne sont pas détruites par les considérations 
que l'auteur a développées dans sou traité des propriétés projec- 
tives. 

Quoi'qu'll en soit, nous pensons que le mémoire de M. Pon- 
celet sur les centres de moyennes harmoniques fournit de nouvel- 
les preuves de la sagacité de son auteur, dans la recherche des 



C) y^J"" ce rnpport à la page 69 du XI."' volmae du préïCQt re- 
cueil. 

J. D. G. 



i 
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proprii?tés des IJ^^iires , et qu'il raériiej sous ce rapport, l'appro 
Lation de l'Académie. 

Signés y AMPÈRE ; LEGENDRE ; CAUCHY , rapporteur^] 

L'Aeadéawe adopte les conclusions de ee rapport. 

Certifié confonne : 

Ze secrétaire perpétuel , pour les sciences mathématiques « 

Signé, \s B.«- FOURIER. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de probabilité. 



J 



KJn demande quel serait l'avantage du banquîçr , au jeu de trenter 
et quarante , en supposant infini le nombre des jeux de cartes en- 
tier» dent ta taille se compose , et en admettant d'ailleurs toute» 
les autres conditions du trente et quarante ordinaire (*) ? 



(*) La solution de i^.ette qucstiua , beaucoup plus simple que celle qu 
ëté traitée par M. Poisson ( pag. 173 ) , peut Être fort propre à monti 
quelle InQucnce exerce , sur L'aTantage du banquier > le nvmbre des Jeux^l 
dont la taille se compose. 



GENERATION DU CONE. 



GEOMETRIE ANALITIQUE- 

De la nature et des propriétés principales des sections 
planes de toute sur/ace conique du second ordre, 

Par M. Gergonne. 



ôoiT une droite rapportée à trois axes de direction arbitraire. Sup- 
posons que cette droite passe par l'origine des coordonnées , et 
prenons pour ses deux ét[uatiuiis 



Si m et n sont donnas , cetle droite sera absolument délermiti^e 
de situnlion et unique dans l'espace. Si , au contraire , ces deux 
coeliiciens sont , à la fois , indéterminés et independans , tes équa- 
tions ci-dessus pourront , suivant les valeurs qu'on voudra attri- 
buer à /7i et n , exprimer indistinctemeut toutes les droites qui 
peuvent Otre mcne'es dans l'espace , par l'origine. 

Mais w et n , sans tHre di'tcrminés ni iudf'peudans , peuvent 
être lies par une relation , telle que 



y(/7ï, n=.o , 



(.') 



Alors, les équations (t) n'exprimeront plus ni nue droite unique ni 
la totalité des droites qu'on peut mener dans l'espace par i'ortgiae 
des coordonnt^es , mais seulement une certaine série de ces droi- 
tes , c'est-ù-dire , des droites se succédant sans interruption dans 
Tom. Xyi,n.° XII, i.*^ juin 182G. J,^ 



Sfia E N E n A T I O N 

l'ffïfiace, H forraaut coiiséqiicmiijciit, par leur ensemble, une gnr- 
iWce cat]ii|Me oyniit son sommet on ceiilre à l'origine. Voyons quelle 
est IV<juatîon géin?r'ale de celte surface. 

En résolvant IVqtiatioti (2) par rapport à // , on en tirera une 
valeur de cette forme 

qui, substituée dans la dernière des équations (i) , les changera 



y=^Mw) : 



(3) 



qui exprimeront, par leur enseuiblt- , l'Intersection de deux plans' 
variables, passant respcclîveuient par les a^es des y et des :r j la- 
quelle îuterseciion sera conslamuicjit une dus géni-ratrices de la sur- 
face conique dont îl s'agît , quelque valeur d'ailleurs qu'on attri- 
bue i m. 

Mais , lorsqu'une ligne est donn(!e par l'iniersectlon de deux 
surfaces, toute combinaison qu'on voudra faire des équations de 
ces deux surfaces sera l'équation d'une troisième surface contenant 
cette même ligne ; donc , toute combinaison qu'on voudra faire 
des équations (3) sera l'équaliou d'une surface contenant la géiié- 
rairice de la surface conique qui répond à toute valeur déterminée 
de m. 

Donc, en particulier, l'équation résultant de l'élimination de m, 
entre les équations ^3) , sera l'équaiion d'une surface contenant » 
pour chaque valeur qu'on voudra donner à m, l'une des géné- 
ralrlces de la surface conique. Mais, celle équation , ne reufer— 
niant plus m, demeurera constamment la m(}me , quelque valeur 
qu'un donne à ce paramètre variable; donc, la surface qu'elle ex- 
primera contiendra , à la fois , toutes les génératrices, et sera con— 
'oucmu 



sequi 



i'qu. 



iqui 



agit. 



La reciierche de la surface conique, lieu de toutes tes droites 
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données par los équations (i) et (2), se réJuit donc, comme l'on 
voit, à tirer de l'équation (2) la valeur de n , pour la porter dans 
la deruitre des (équations (1), et à éliminer ensuite m entre la 
première de ces équations et lequatiuii résultante. 
' Mais ce calcul revient évidemment à éliminer m et n entre le» 
équations (i) et (2), et doit nécessairement conduire au même ré- 
sultat , de quelque manière d'ailleurs que l'on procède à l'élimi- 
nation de ces deux paramètres; donc ou parviendra également h 
l'équation de la surface conique dont il s'agit , en mettant sim- 
plement pour m et n , dans l'équation (2) , leurs valeurs données 
par les équations (i) î duiic rinalemrnt l'équatiun de la surface co- 
nique dont il s'agit, et, par suite, l'équation générale de toutes les 
surfaces coniques qui ont leur sommet ou centre îi l'origine» est 



<7' 7)=°^ 



^nation dans laquelle r^ désigne une fonction toul-à-fail arbi- 
traire ('). 

Il suit de |j» , en particulier, que l'équation générale des surfa- 
ces coniques du second ordre qui ont leur sommet ou centre k 
l'ori^fîne est de la forme 



(•) Oii brti9:{iic d'ordinaire celle conclusion , en s'etayant d'une certaine 
propriété de l'élîniiujtiun. U.its on sent qu'à moins de déniontrer préii> 
lal>lcincnt culte propriété , d priori, ce qui ne pnraît pis l'iicile, l'élève n'y 
peut voir qu'une sorte de qualité occulte , dont l'emploi , âaos les sciences 
exactes I doit lui paraître asASZ surpreivant. 

Nous ne prétendons pa*, au surplus, qne l'on ioit tenu de répéter -le 
long niisonncmcnl que noun venons de t'iiire toutes les fois qu'on se rétro u> 
veru dans les uiCnics circonstances; mnts nous pcmons que du nitiins il fau- 
dra le répéter aussi lun^-tenips ijue l'élève ne sera pas eu étnt de le suppléer % 
facilciueut de lui-Uiéine. 
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c'est-à-dire , 

Jx*'^By'^2Cxy+2J'sz-{-2Byz+Oz'=o . (4) 

Soit coupée cette surface par un plan parallèle au plan des xy , 
et conséquemment par un plan quelconque, puisque le plan des 
xy est supposé de direction quelconque par rapport à elle. En 
désignant par A la distance entre ces deux plans , mesurée paral- 
lèlement à Taxe des z , Téquation de la projection de la section 
. sur le plan des xy sera 

Ax'j'By'+2Cxy-\'2J'/(x+2B'Ay+Ok'=:oi (5) 
et cette section , comme l'on sait , sera appelée 

Ellipse , si Ton a C — AB<^o , 

j 

Parabole , si Ton a C* — AB=o , ^ 

Hyperbole^ si Ton a C — AB^o . 

D'un autre côté , si , dans Téqualion (4) , on fait z=o , l'équa- 
tion résultante 

9 

Ax^+By'-]-2Cxy=Lo , (6) 

sera celle de la section de la surface conique par le plan des xy , 
c'est-à-dire , par un plan mcyé par son sommet , parallèlement au 
plan coupant. Or , en résolvant celte dernière équation par rap- 
port à / , on démontre aisément qu'elle exprime 
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p point 



. si l'on a O — JB^o , 



Deujs droites qui se confondent , si l'on a C — AB^o , 
Deux droites <jui se coupent , si l'on a C* — AB'^o , 

donc , un plan coupe une surface conique du second ordre sui- 
vant une ellipse , une parabole ou une hyperbole , suivant que le 
plan parallèle à celui-là , conduit par le sommet de cette surfoce 
conique , est hors d'elle , la touche ou la coupe. Or , comme ce 
sont lÀ les trois seuls cas qui pnissent se présenter , il s'ensuit qu'on 
n'aura jamais , pour les sections planes d'une surface conique du 
second ordre , que les trois courbes qiie nous venons de signaler 
et que de plus on pourra les avoir toutes. On voit en même temps 
que la parabole tient le milieu entre les ellipses et les hyperbo- 
les ; de sorte qu'elle est à la fois la dernière des ellipses et la 
première des hyperboles. 

Si l'on imagine que la distance k diminue sans cesse, jusqu'à 
devenir nulle, on verra en outre que le point est un cas parti- 
culier de Vellipse , que deux droites qui se confondent sont un 
cas particulier de la parabole , et qu'enlin deux droites qui se cou- 
pent sont un cas particulier de l'hyperbole. 

SI l'on conçoit que le sommet de la surface conique s'éloigne à 
rindni , celte surface deviendra une surface cylindrique. On ne 
pourra plus avoir alors ni des sections paraboliques ni des seciions 
hyperboliques , qui se trouveront remplacées par des droites pa- 
rallèles. Il se pourra aussi alors que le plan et la surface cylindri- 
que ne se coupent pas. 

orne y.* du prissent recueil , nous avons dé- 
voient que les courbes comprises dans l'équation 
;iie les milieux de toutes leurs cordes parallèles à 
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droite fixe quelconque sont tous sur une autre droite que nous 
avons appek-e diamètre , et qui a les langeâtes à ses èklrémités 
parallèles à la droite fixe ; 3." que tous les dlanièlres de {'ellipse 
et de Xhjperhole se coupent en un mi^iue point qui en est le 
milieu commun , et que nous avons appelé le centre de la courbe , 
tandis que, dans la parabole, tous les diamètres sont parallèles \ 
3." qu'à un quelconque des diamètres de VelUpse ou de ï'hyper" 
hûle , il en re'pond toujours un autre, qui eu est dit le conjugué ^ 
tels que chacun d'eux contient les milieux des cordes parallèles 
à l'autre; ij-" que» parmi les systèmes de diamètres conjugui-s de 
ces deux courbes , en nombre inliui , il en est un , el un seul , 
dans lequel ces deux diamètres , qui sont dits alors les diamètres 
principaux ou les axes de la courbe , sont perpendiculaires l'ua 
à l'autre ; S.*' qu'enfin , parmi les diamètres de la parabole , il en 
est nu , et un seul, qui est perpendicuJaire à la tangente ù son extré- 
mité : c'est le diamètre principal ou Vaxe de la courbe. 

Ou conclut de là i." qu'en prenant pour axes des coordonnas, 
dans l'eliipse , deux diamètres conjugués quelconques , et repré- 
sentant leurs longueurs respectives par za et ai , l'équation de 
la courbe preud cette forme fort simple 



(t)-+(0= 



(;) 



ce qui veut dire que , dans l'ellipse , la somme des quarrès des 
rapports des deux coordonnées d'un même point aux moitiés des 
diamètres conjugués auxquels elles sont respectivement parallèles 
est constamment égale à funité. 

2." Dans les mêmes circonstances , l'équatiou de l'hyperbole prend 
la fonne 



(T)'-(i)"^ 



(8) 
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la courbe a alors un diamètre rëel 2a f tandis que son conjugue 
2^y/IIi a une longueur imaginaire , et c'est alors /a dijj'èrence 
des (juatrés des rapports des coordonnées d*un même point de la 
courbe aux moitiés des diamètres auxquels elles sont respectives 
ment parallèles qui est constamment égale à Funité. 

3.^ Enfin, dans la parabole , si l'on prend un diamètre quel« 
conque pour axe des x et la tangente à son extrémité pour axe 
des y j l'équation de la courbe prend cette forme très-simple 



y^sz^cx . 



(9) 



Supposons que , dans les équations (7) , (8) , (9) les coordon- 
nées soient rectangulaires. On tire de Téquation (7) 



r= :: f 



a* 



en ajoutant tour-à-tour aux deux membres 



(:r+v^a»— 6»)* 



et 



(x — v/«*— *0* > 



on aura 



extrayant les racines quarrées des deux membres de ces deux équa* 
tions , en remarquant que ^ par la nature de la courbe , jr ne pou-- 
yant être plus grand que a y les racines des deux membres doi*« 
vent être de mêmes signes, on aura 



Ko 



x-l-v/a—i-J'+j'^ 



i--+x^/a'-b' 



d'où, en ajoutant membre ù membre et ruduisant , 

Or , les deuz radicaux du premier membre de celle dernière ^qna- 
tion expriment les distances de i'un quelcomjue des points de la 
courbe à deus points de i'axe des x , pris ù des distances ^o>—i* 
de part et d'autre dé l'origine; donc, /a somme des distances des 
divers points de F ellipse à deux points fixes , pris sur son plan , 
est une quantité constante. Ces points sont ce qu'on appelle les 
foyers de la courbe. 

Ce qui pr(^cède suppose qu'on a a'>h. Dans cette hypothèse, 
si l'on n'pète le calcul que nous venons de faire, en traitant h\ 
et y comme nous avons traiti^ a et :r , et vice eersd , on s'assu- 
rera de l'existence de deux foyers imaginaires , sur le pins petit 
des deux ases de la courbe (*). 

L'équation (lo) peut être mise sous celte forme 






puis sous celle-ci 



O Voyeï , >ar ce sujet , U page 3i7 du VIU.'^ volume du préseot j 
rscneil. 
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Or, le premier membre de cette équation est le rapport entre la 
distance d& l'un quelconque des points de In courbe à l'un des foyers 
et la distance du m^me point à nue perpendiculaire k l'une des ^ , 

Bleuie à la distance -=^^^^ de l'orieine : donc , /es distances des 

. divers points' -de Fellipse à un point fixe et à une droite fixe sont 
dans un rapport constant- Pu voit que le point iixe dont il s'agît 
Ici est l'un des foyers, Qunnt k Ut droite Iixe » ou s'assurera aîst^ 
nient qu'elle en est la polaire. 

Si , dans rt'quation (7) , ainsi (jne dans les diverses transformées 
que nous en avons successivement déduites, on change -fi' en 
— i',on obtiendra les transformées analogues relatives à l'hyper- 
bole douane par l'vquatioti (ii); et l'on sera conduit aux deui^équa- 
tioiis 



(jr-J-/a=+6-)'+i-' = 






(tf— v/«»+fi»)'+/ = 



-iViJtil 



viais ici , où x est toujours plus grand que a , il faudra , dans 
l'extraction des racines , écrire 






..•-r"d ,. 



d'où , en .ajantani; et f^duisant . ^ 
Tom. XFI 
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f^ (*+i/«'+i'r+r*— ^(■»-v/«*+*0'-i-r'=^ • 



Or , k-s radicaux du preitiivr m'embre expriment tes distances de l'uo 
qiielcoïKjtie des points de la courbe à deux points de l'axe des x 
pris à des distances ^a'^fr> de part et d'autre de l'origiDe ; donc 
la dijj'irence des distances des divers points de IhyperboU à deux 
points fixes pris sur son plan , est une ijuantité constante. Ces 
points sont ce <[u'on appelle les foyers de la courbe. 

En traitant t'é({iiation (13) comme nous avons traita l'^Batiatt 
(10) , on parviendra à lui donner cette forme 



V (x-/j;:i^.)'-hy'_y'"+*' 



('3) 



Va'+S' 



ce qui , pour les mêmes raisons que ci-dessus , montre que les àis-^ 
lances de divers points de t hyperbole à un point fixe et à une 
droite fixe sont dans un rapport constant. On voit qu'ici encore 
le point fixe dont il s'agit est l'un Hes, foyers , tandis que la droite 
fixe en est 1q jtolaire. 

L'<5quatîon (9) de la paraliole peut être écrite ainsi : 

d'où , en transposant et extrayant la racine q narrée des deus membres ^1 



ou bien 



</ »«-t)'-t3-: 


V(" 


_).+y. 




«+< 



(■4) 



c'est- i-dirc que les distances des divers points de là pûtahàte 



>'ii 
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im point fixe et à une droite fixe sont dans un rapport constant, 
\Jjt point fixe est ce qu'on appelle \e fvyer de la courbe; el il est 
\ iacîle de s'assurer que la droite lîie est la polaire de ce point. 

C'est donc une propri4.'t^ commune à toutes les sections coniques 
I que la constance du rapport des distances de leurs divers points à 
\ un point et à une droite Die; rapport />/nj petit que tunité pour 
I f ellipse , égal à runitè pour la parabole et plus grand <jue tunité 
' pour Vhyperhole. 

La droite qui va de l'un des foyers d'une section conique à l'un 

Ipielcoiique des points de la courbe est dite le rayon vecteur de 

r celte courbe ; l'angle que fait ce rayon vecteur arec l'axe qui con- 

''tient les foyers est appelé \anomalie ; la distance d'un foyer au 

centre est dite l'excentricité , et la double ordonnée qui passe par 

ce foyer est ce qu'on appelle le paramétre. 

Représentons , pour l'ellipse , par r le rayon vecteur , par 9 l'ano- 
malie , par p le paramètre et par t le rapport de l'excentricitû au 
demi-graud axe; nous aurons 



=;/^ 



v/^ï=^)"-b" 



cos.es 



.'~yj~' 



1=^ 



de là nous conclurons x = rCo%.B'^\^ a'-~b*^uit-\-rCos,B , et par con- 
séquent 



- — jr= at— rCos.9 = 



flCi-i')— irCos.* 



■;/>— IfCoi.l 



En substituant toutes ces valeurs dans l'équation (1 1) > elle deviendra 
= 1 ; ■ 



d'où on tirera 



j^— irCos.* 
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"" - (.5) 



t^êGoBj 



et fine transformaâon analo^e , appliqua k VéqvLhûqn (i3) 
fuirait exactement au même résukau 
Quant k ia parabole, on a pour cette courbe 






d'où 



— rCos.9 , ^t dT-f^ssar— rCos.ô={-;7— rCos«9 , 



au moyen de quoi i'âjuati'on (t4}. deyieut 



î/>— rCosJ 



= î . 



et donne 






*/» 



i+Cos.l 



Ainsi r^quatîon (i5) qu'on appelle \ équation polaire des sections 
coniques , convient génëralement à toutes ces courbes qui sont el- 
lipses , paraboles ou hyperboles, suivant qu'on a e<i , e=:i oa\ 

€> I. * . 

En ajoutant à ce qu'on vient de lire , les dix pages de noire 
y.* volume rappelées ci-dessus , on obtiendrait un traité de sections 
coniques qui , bien que fort court ^ serait néanmoins presque coitai* 
plet. 
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GEOMETRIE DES COURBES. 

théorèmes sur Vtîîipse ; 

Par M. Ferriot , Doyen de la Faculté de» sciences de 
Grenoble. 



jt HÈORÈME 1. Dans tout par^i Hologramme tirconscrii à une el- 
lipse , les diagonales se coupent au centre et suivent les directions 
de deux diamètres conjugués* 

Démonstration. LWliipse doiH il s'agit peirt toujours «ître projetc'e 
orlbogonaleinenl sur un plan IcIIement situ^ que sa projection soit 
UQ cercle, et il esl visible ^iie le centre de ce cercle sera la projec- 
tioQ du centre de la oonrW. La projection du .paraHélugramnic sera 
un parallélogramme circonscrit au cercle, et conS(.-quemiucnt un 
rhon)be,duut les deux diagouales, projections des denx diagona- 
les du parallélogramme circonscrit à l'ellipse , se couperont perpen- 
«liculalreuieiU au centre de ce cercle , doul eJtes seront couséqiiem- 
tn«nt deux diamètres conjugués ; donc les diagonales de l'eJlipse, 
dunt elles seront les projections, eu seront aussi deiii diaoùtics 
eoDJugnés: 

41^ollaire. II. suit 4e U que !e lien des soraraets de tous îea 
rectangles circonscrits à une ellipse est la circonfér«uce d'un cercle 
de même centre que cette ellipse. 

Considérons en eOet un de ces rectangles. Prenons les directions 
de ses diagunales , que nous venons de voir C'tre celles de dfux 
diamèlr«-. conjugués , pour celles des ascs des coordonoe'es et ce- 
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jirésentons par sa et 2& les longueurs de ces deux diamètres ^j 
l'équation de la courbe sera conséquemment 



Soit (x',y^ le point de contact de l'ellipse avec un des côté» ] 
du rectangle , de manière' qu'on ait 



i*x'*-^ay*= 



0) 



ce côté déterminera , sur les axes des coordonnées , des segmens ^dx~- 
entre eux et à In moilïé de la dî<igonale du rectangle ; et , et 
représentant par r la longueur de cette demi-diagonale, on aurft, 
par les principes connus sur les sous-tangentes , 



d'où 



i 



yl=. 



En portant ce» valeurs dans l'équation (i) et r<?duisant , on en 
tirera 



-or, le premier membre de cette dernière ^uatlon est constant ', 
-quel que soit le rectangle circonscrit ; donc le second l'est aassi ; 
donc tous les rectangles circonscrits à une même ellipse ont leurs 
diagonales de même longueur ; dune ils ont tous leurs sommets sur 
une même circonférence qui a son centre au centre même de l'ellipse. 

THÉORÈME II. L'ellipse est toujours partagée en quatre pûriioiu 
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iauîvalentes , par un système queJcoïKjue de àtamilres conjugués. 

Démonstration, Concevons une ellipse divisée en quatre portions 

Ppar deux diamètres conjugués quelconques, et soit projetée orlho- 

fgonalcmenl cette ellipse sur un plan tellement situé par rapport au 

\ usa que la projection soit un cercle ; les projections de ses dia- 

1 saètres conjugués seront deux diamètres de ce cercle se coupant à 

angles droits et divisant conséquemraent sa surface en quatre par- 

V fies égales ; mais les quatre perdons correspondantes de l'ellipse 

[ auront pour mesure ces mêmes parties divisées par le cosinus de 

l l'angle des deux plans ; donc eu e&'et , ces quatre portions sont «qui- 

Tâleotes. 

THÉORÈME tll. Le lieu des sommets de tous les parallélogram- 
mes conjugués circonscrits à une même ellipse est une autre ellipse 
conceniriijue à la première , y»/ lui est semblable et qui est sem- 
hlahlement située. 

Démonstration. Soit projetée orlhogonalemenl l'ellipse , avec tous 
ses parallélogrammes conjugués circonscrits , sûr un plan tellement si- 
tué par rapport au sien que la projection soit un cercle; les pro* 
jecttons des parallélogrammes conjugues seront des quarrés circons- 
crits à ce cercle lesquels auront cjnséquement leurs sommets sur 
nn autre cercle concentrique à celui-là. Les projections de l'ellipse 
et du lieu des sommets des parallélogrammes conjugués sont donc 
deux cercles concentriques ; ce lieu est donc une autre ellipse con- 
centrique à la première , serablablo. à elle et semblablement ûtuée 
.Sur son plan. 

THÉORÈME IV. Si deux ellipses tracées sur un même plan , 
sont à la fois concentriques , semblables et scmhlahlement situées 
sur ce plan , toute corde de la plus grande tangente à la plus petite 
la touchera au milieu de sa longueur. 

Démonslrûlion. On pourra toujours, en elTet, projeter orlhogo- 
nalement la ligure sur un plan tel que sa projt-'Clion soit le système 
de deux cercles concentriques; et la proposiliou éiaiit évidemment 



L 



3-6 SPIRALE 

Trais pour la projeciîon de la corde , elle devra l'être aussi pour ] 

ceKe corde elle-uvèoie (*). 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

Sur la tangente à la spirale conique f 

Extrait d'une lettre au Rédacteur des Annales; 

Par M, Vallès , élève à l'Ecole polytechtiique» 



ôr, tandis <jiie la génératrice d'un cône droit se ment miitoraié- 
ment sur la- surface convexe de ce cône , un point parli dii soua- 
met paccourt unifurniémeiil cette g^'néraitrice mobile, ce point Ira- 
BPca, di s l'espace, une courlwa i double courbtir-e,. que M. Gaç— 
biu^i ( png. 167 ) a appelée spîraîe eonique , et à laquelle il sWc ! 
proposé de mener une tangente, par un «jnelconi^ue de ses points. 
La' tangente à une courbe à douDIe courbure , en an quelcon- 
que de ses points, est, comme Ion sait , la commune sectiondes 
plhBS langens menés , par le même point , à deux surfaces dotrt 
cette courbe est l'iutersectioii. Ici on peut prendre pour l'une de txs 
surfaces, la surface même du cône , pour taquefle rien n'est plus fa- 
cile que de construire le plan langent en un quefcouque de ses pDÏntft. 
M. Garbinski prend' pour l'autre le lieu géométrique desr perpen— 



(*} Ceci peut être coasidéré comme fai:;nnt suite à un autre article j» 
M. Ferriet 'aoAté &- la pa^e 341^ du II.' voluutc du {rréseut recueil. . 
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^dicubircs abaîsst^rs sur t'aie de ce côue des diOVrens poiiiis de la 
spiral- cuiiiqiie , et il pruiive Ircs-simplcnient que celte dertiiùre 

■ turCice est une h^licoïde , à laquelle cousi'qiteinuient il s'agit de 

L intuer un plan tangent par le racine point. M, Gnrbinski , pour y 
'parvenir, suit la grandie route, pur laquelle on est toujours si'ir 
d'arriver un peu plu'f ti^t ou un peu plus tard ; mais il me sera- 

fble que la nature individuelle du problème permet de résoudre 
la question sans recourir à la considf'ration du paraboloide li^per- 
.Itulique , ou de toute antre surface auxiliaire, tangente à celle pour 
laquelle on se propose de construire le plan tangent. 

Le plan tangent à une surface, en un quelconque de ses points, ' 
est diîterraintï par les tangentes à deux sections faites à cette sur- 
lace en ce m^me point. Lorsqu'il s'agit d'une helicoi'de, on peut 

; prendre , pour une de ces droites, la génératrice de l'hélicoide en 
ce point, Pour avoir l'autre , concevons , par le m^me point , un 
cylindre de révolution , ayant môme axe que l'hélicoide ; ces deux 
surfaces se couperont suivant une hélice, dont la tangente au point 
dont il s'agit pourra être prise potir la seconde de nos deux droi- 



En conservant la figure de l'endroit cît^ , la trace horizontale del'hÂ» 

j îice sera le cercle décrit du point C' comme centre et avec CM' pour 

- *irByon;la trace horixontale delà tangente ù cette hélice, au point M, sera 

donc la tangente M'Q à ce cercle , au point M'. Quant au point oii 

Celte tangente percera le plan horizontal , on le déterminera en 

prenant sur la tangente projetée, à partir du point M' une longueur 

^gale à celle de l'arc de notre cercle compris enlre les rayons C'A' 

et 'CM'. Or on voit aisément qu'en menant en H' , au cercle dont 

rïé rayon est CH', une tangente H'P' égale eu longueur à l'arc Ail' 

f 'et menant CP' coupant en Q la tangente à noire premier cercle 

[ en M' . la longueur M'Q sera précisément celle que doit avoir cette 

r\angenie. On retombe donc ainsi esacieiuent , mais p^r des cou- 

Â^déralioas beaucoup plus simples , sur U confitiucttoo de M> Garbinsm. 
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AXES-, PLANS 



GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Ao/e sur les axes, plans et centres radicaux^ 
Par M. SAHftus, docteur agrégé es sciences. 



\ 'N a pu Toir en divers endroits de ce recueil, et notamment Â 
la page lyS du XIIL" volump , Je «jut'llo impurlance sont atijour- 
d huî , dans la géométrie élémeulnire, les proprièli^ des pôles , polaires 
et plans polaires , celles des centres , ases et plans de similitude et 
enfin celles des axes , plans et centres radicaux. 

Les géomètres de i'école de Moiige , en rccourfint 3 la géom^ I 
trie A trois dimensions, sont parvenus à démontrer fort simple'- f 
meut et iians calcul les prnprit.'iés fondamentales des pôles, polai- 
res et plans polaires , ainsi que celles des centres > ases ^t plans 
de similitude ; mais la chose est encore à faire à l'égard des axes, 
plans et centres radicanx. Il nous parait qu'on peut y parvenir att 
mu^'en des considérations snivauies: 

i.® Deux cercles égaux élaut tracés sur un mémo plan, il est 
manifeste, ou tout uu moins très-facile de démontrer , que la per- 
pendiculaire iudériiiie sur le milieu de ta droile qui joint leurs 
centres , contient tous les points et les seuls points de leur plan 
desquels ou puisse leur mener des tangentes de même longueur. 

a." On en conclut cette autre proposition , d'une évidence i peu 
près égale , que les points du plan perpendiculaire sur le milieu de 
U droile qui juiiil les centres de deux sphères égales ont tous el 
ont exclusivement cette propriété que les tangentes menées de cha- 
cun d'eus aux deux sphères sont de même longueur. 

3.* Soient présentement deux cercles inégaux , tracés sur un m^me 
plan , et soit P un des points de ce plan desquels on peut leur 
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mener des tangentes de mL-cue longueur. On .peut toujours çoi^sl^^ 
I dt'rer ces deux cercles cumme les iiiiersectitiiis de leur plan avec 
deux, sptières d'un même rayon quelconque, pourvu que ce ra^oii 
ne soit pas moindre que celui dn plus grand des deux cercles ; et 
les liingenles menées du point P ù ces deux cercles le serout aussi 
aux deux sphères. 

4." Donc (a) le point P est un des points du plan perpendi- 
culaire sur le milieu de la droite qui joint les centres des deux 
sphires; et par conséquent tous les points P du plan des deux cer- 
^.cles desquels on peut leur mener des tangentes demi^me longueur, 
[, appartiennent en même temps au plan perpendiculaire sur le mt- 
[ lieu delà droite qui joint les centres des deux splières ; donc tous 
ces points P sont à l'inlerseclion di-s deux plans , et par consé- 
quent sur une mt^me droite, U est ^isé de voir d'ailleurs que cette 
droite est perpendiculaire à la droite qui joint les centres des deux 
cercles; ainsi, tous les poirUs du plan de deux cercles desquels on 
I peut leur mener des tangentes de même longueur appartiennent a 
1 une droite indéfinie , perpendiculaire à la droite qui joint leurs 
y ÇMires, C'est celte droite qu'où appelle l'ase radical des deux cer- 
[des, et qu'on sait être leur tangente ou leur corde commuue , dans 
f le cas particulier où ces deux cercles se touclient ou se coupent. 
5." On conclut facilement de là que tous les points de l'espace 
" desquels on peut mener à deux sphères des tangentes de même 
longueur appartiennent à un plan indéfini , perpendiculaire à la 
droite qui joint leurs centres. C'est ce plan qu'on appelle le plan; 
radical des deux sphères , et qu'on sait être leur plan tangent com- 
mun ou le plan de leur intersection , dans le cas particulier où les 
deux sphères se touchent ou se coupent* 

6.* De ce qui vient d'être démontré (4) 00 conclut , sur-le- 
champ , que les axes radicaux de trois cercles , tracés sur un mémfit 
plan , et pris successivement deux à deux , passent tous trois par 
un même point. C'est ce point qu'on appelle le centre radical des 
trois cercles. C'est le seul point du plan de ces trois cercles du- 
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qne! on puisse Icnr mener des tangentes de même longueur. On JE 
pourra donc, en raîsuut vnrit.>r le troisième cercle, soit de gran— . 
deur soil de silnation , soit de l'un et de l'autre îi la fois , maïs 
de manière qu'il coupe toujours les deux premiers , obtenir deux . 
points de l'axe radical de ces dcux-ci , et par suite cet axe ra- 
dical liii-mt^nie, dans le cas où ces deux cercles n'auraient aucun . 
point coDimun. 

7.* De la proposition démontriFe (5) on conclut facilement que . 
ffs plans radicaux de trois sphères prises successivement deux àf\ 
àvux , passent tous trois par une même droite perpendiculaire au '-^ 
p/an tfui joint leur centre. C'est cette droite qu'on appelle Vaxt 
radical des trois splières. C'est le Heu des points de l'espace des- 
quels on peut mener ù ces trois spUères des tangentes de méma ^ 
longueur. 

8.° Enfin on concUil de cette dernière proposition que les are* 
radicaux de quatre sphères prises successivement trois à trois , pas~ 
sent tous quatre par un même point. Ce point est ce qu'on ap- 
pelle le centre radical des quatre sphères. C'est le seul point de , 
l'espace duquel on puisse mener à ces quatre sphères des langeâtes • 
de même longueur. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du dernier des deux problémfls de géométrie 
proposes à la page 76 du précèdent çotume % 

Pat- M. "* ' 



IrROBLÈME, Les propriétés caractéristiques de la spJihre sont 
I." que toutes celles de ses cordes qui passent par un certain point 
Ji^e Y ont leur milieu i 3.** que ces cordes sont toutes d'une même 
longueur. Les sur/aces qui Jouissent de la première de ces proprié-» 
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tis sont fes surfaces qui ont un centre , et âoni il est facile d'ob- 
tenir tétpialivn générale^ On propose de donner également régua~ 
iion générale des surfaces qui jouissent de la dernière propriété 
sans jouir de la première ? 

Solution. Soieat P te point donni^ et 3r la longueur commune 
que doivent avoir toutes li-s cordes qui concourront en ce pi>int. 
Concevons dans l'espace une surface courbe , toul-à- fait arbilraire, 
continue ou discontinue. De l'un quelconque C des poltils de cette 
«urfuce suit menée une droite au point P, et faisons du même point, 
le centre diine sphùre ayant un rayon «.'gai àr, cette sphère sera 
pcrci^ par la droite PC en deux points appartenant à deux nap- 
pes 4e la surfitce clierctiùe , litquelle sera continue ou discontintie 
suivant la nature du lieu des points C. 

Imitons ce procédi^ par i'analise. Soit pris le point P pour ori- 
gine des cuordouaées rectangulaires , et soit alors 

. «=f(*,r). (■) 

l'équation de la snrface lieu des points C ; les équations de l'uBC 
quelconque des droites PC seront 

x^Az , y=5z , (2) 

^ et jS étant deux indéterminées; et, en combinant entre elles les 
équations (1,3) » on en tirera pour le point C des équations 
ite la forme 

a=A<f{A,B) ^ y=^B(A,B) , x=^{A,B)\ (Z) 

La sphère qui aura ce point poitr centre et un rayon égal àr aura 
pour équation 

{x—A^{A,B)y-{-[y—B^{A,B)y-\-{z-if{A,B)y=r' . (4) 

En combinant donc cette dernière éqation , pour chaque syslèine de ^ 
valeurs de ^ et5, avec les équations (2) , on obtiiudisnt ,'toih-.l-V 
tour , tous les points des deui nappes de la surfttce cberciiée. Pour 
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oLienir donc T^atimi géuërale de cette surface» Il n'est question 
que dyiiinluer A et B entre ces mêxues équations, ce qui donner^. 



MH'-^rX 



* * 



QH Lien 

(x»+î.'+z«)|.-y(|, 7)|=rV, : (5) 

qui est conséqiièmAent Téquatioa demandée. ", 

Nous ayons supposa que la fonction fêtait donni^è, et nons re^; 
notis de voir que là fonction ^ s'en dëduit en résolvant par rap-* 
port à z l'équation 

£i±:((Jz,Bz)\ 

• • • _ ■ •% • • 

Si , au cohtraire, la fonction ^ étant, donnée » on veut, en déduire, -> 
la fonction f ^ on y parviendra en résolvant par rapport à la même 
variable l'équation 






La question que nous venons de résoudre esc exactement , pour' 
* la géométrie k trois dimensions , ce qu'est , pour la géométrie 
plane , celle qui a été traitée par M. . Jouvin ( AnMilès » tom !• ; 
pag. ia4 ). 



Démonstration du théorème danalise énoncé à la 

» • ■ 

pOge 164 du précédent volume 'y 
Par un A B o M N £• 



Â HÈORèMEé Si\ dans une iquaiiùh de d^gré rçueleon^t ^ i^ , 
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iuît {q*-^pr)(r*-^tjs) soît nul ou négatif, celle êqvatt'on aura né' 
tessairement deux racines imaginaires , au moins ; et , si une pa^ 
Teille relation a lieu pour plusieurs séries de tjuaire fermas eonsé- 
\:.,'€Uli/s , F équation aura autant de couples de racines imaginaires , 
eu moim qu'elle offrira de pareil/es séries. 

Démonstration. Il csl connu qu'une ('quntlon pe .satirajt avnîf plu? 
df racines positives que de variation» Ae signes , ui plu» de raci- 
jies négatives i]ae de permanences de sîgnL'S. 

^ 11 suit de là que sî , dans une- L-qAatiun , îl manque un terme 
jentfe deux termes de lui'uie signe , cette t-qualiou aura deux ra- 
cines imaginaires, au moins, fuient, en cfict , v \e uouiliie de &(A 
Tariatiuns et p le nombre de ses permanences, de paît et duuire 
du terme qni manque, m étant le degriîde l'équalion j on devra 
-avoir c+-/»=//i— 3. En ri'tabtissaut le termp qui manque, avec le 
coelTicieni zéro alVtfclé du même signe que portent les deux tep^ 
mes qui le comprenoent', ce qui est permis, l'équation n'ayant dès 
lors que c variaiions, on sera en droit d'en conclure qu'elle ua 
pas pitis de f racines réelles positives. Si, au contraire ,' on réta- 
. blit ce même terme , en donnant à son coeOIcient zéro un signe 
contraire au signe cauimun des deux ternit^ qui le comprennent, 
ce qui est également permis, 1 équation n'ayant toujours que p 
permanences, on sera en droit d'en conclure qu'elle n'a pas plus 
de p racines réelles négitîves. Une telle équation n'a donc aa 
plus que f-^'p ou m^~i racines réelles ; elle a donc deux racines 
imaginaires, au moins. 

Le même raisonnement prouve qu'autant de fols il manquera un 
lerme entre deux autres de même signe, autant l'équaiion aura de 
couples de racines imaginaires, au moins. 

Il suit de U qu'une équation dans laquelle il manque deux ter- 
mes consécutifs a au moins deux racines icnaginairesi car alors on 
peut toujours rétablir le let-me qui manque de manière à faire 
manquer l'autre entre deux termes de mêmes signes. On voit même 
qn'autaut dc> fols II manquera di^ux termes coniécutlfs, entre d«ui 



J 
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termes efTeciifs^ autant Téquatioa aura de couplet de racines iivia«. 

ginaires , au moins. , 

Il est ëvident. d'ailleurs que riqtroduction ou la supprçts^ion d'«ne 
racipe réelle, dans une équatiop , ne saurait modifier en aucune 
sorte le nombre de ses racjines imaginaires» 

Gela posé 9 soit 

une portion d'une équation de degré quelconque, si tin j tnfro* 
4uit une racine réelle indéftrminée — A , en multipliant son pre-« 
mier membre par s-\'A^ trois termes consécutifs de l'équation ré- 
iultânte seroht 

Or^ d'après ce qui a été dil plus haat^ si i'onpeal disposer.. dr 
,A de manière & ay^ir & la fois . ^ ; 



on bien ^* ' 

ce qui exige qu'on ait \ i 

fcso , .ou 1^— y^tss 



l'équation aura deux nciufs imaginaires. 

Mais quand bien même aucune de ces deux conditions ne ponf<> 
rait être remplie , pourvu qu'en déterminant ^ par la couditioa , ^ 

r^çAsszo , qui donne Ass^-^ - , 

il en résulte pour q-^rpA et S'\-rA des valeurs de mêmes .signes , 

c'est-à-dire 9 des valeurs telles qu'on ait 

> 

m 

# ■ 

l'équation aura également deiix racines imaginaires ». an^ mpins | 
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or, en mettant pour A sa valeur dans ceite in''galité , on trouTC 

G-^X/-7)>- - G-7)(7-0<- 

ou , en multipliant par y' 

comtne l'annonce le ihéortme. 

■' Il résulte de là , en particulier , qu'autant on rencontre , dans 
, Une i^uaiion , de séries de trois termes formant nne proportion coti'- 
I 'tînue par quotiens, autant l'équalion a de couples de racines ima- 
I eînaires au moins ('). 



Solution des deux problèmes de gt^omeirîe proposés à 
la page "bi du présent volume; 

Par M. Vallès , élevé 5 l'Ecole royale polytechnique. 



Xjes deux problèmes que nous nons proposons ici de résoudre 
^tant de la classe de ceux de la gJoméirie plane qui ont entre eux 
la rt'Iation qui a fait le sujet de l'aiiiclc de la page 201} du pres- 
sent volume; nous allons, comme en cet endroit, en preVutet la' 
suluiiou dans deux coloanes cutrespondantes. 

PROBLÈME. Deux systèmes PnOBLÈME. Deux systèmes 

de deux points , situés sur un de deux droites , situés sur un 

même plan , déterminant deux même pfan , déterminant dfux 

droites -, que quel'jue obstacle em- points aue (juelque obstacle em- 

(•) Le lUéori^mc qui vient d'dre itemontr^, et beaucoup d'nutrL'ï du mi^me 
genre, font le sujet d'un mëitmire de M. de LiiveruWo , dont on trouve' 
l'e&trait daus le voluiae de VAtadimii du Gard , pour 1609. 

J. D. C. 
Tom. XFI, 5o 



586 ^JIJESTIONS 

pêche àe eotistrvtre; de terminer ^ pèche àe construire ; iètermtner 
en n'employantçue la rè^!e seule- 
ment , le point de concours de ces 
deux droites. 



Solution. Soienl A, B , les deux 
points du premier sysltine, et A', 
B', les deux points du second ; 
U s'agit , sans construire les droi- 
tes AB et A'B', de constrnire le 
point S qu'elles dûienniiient. 

Pour y parvenir, soient cons- 
truites les droites AA' et BB' , 
délerminaDt im point C." ; par 
A et B , soient menées deux droi- 
tes de directions arbitraires, con- 
courant eu C , et déteruiiuaiit 
avec C" , la droite C'C". Sur 
cette droite , soit pris arbitrai- 
remeut un point C , et soit joint 
ce point ans points A', B' par des 
droites CA' et CB^ , coupant res- 
pectivcnieut AC' et BC eu A" 
et B"; alors la droite A"D" con- 
tiendra le potui ctierché S. En ré- 
pétant donc ta mOnie construc- 
tion , muis en a^aiit soin de va- 
rier ce (ju'elle ollre d'aibitruîre , 
OR oblit:ndra une nouvelle: droite 
conleuant aussi le puînt S , <{ui 
se trouvera aiii^i à 1 iuleiscclioa 
de ces deux dioitui. 



en n'employant ^ue la règle i 
lement , la droite tjui passe par 
CCS deux points ? 

Solution, Soienl A , B, les deux] 
droites du premier système et A' 
B', les deux droites du secoud; 
ît s'agit, sans construire les points 
AB et A'B^, de cotistruîceladroïl 
S qu'ils déterminent. 

Pour y parvenir, soient cons- ' 
trutts les points AA' et BB' , dé- 
terminant une droite C" ; sur A 
et B, soient pris deux points (le 
sîtualititi arbitraire , appartenant 
ù, une droite C , et detetmînaul , 
avec i'J' , le poiut C'C. Parce 
puiiil-, soit mtoi-e arbitrairement _ 
uue droite G , déterminant , 
A' et B' , les points CA' el CBV 
qui , avec les points AC et BC, 
déieriiMtierout respectivement lesj 
droites A" et B" ; alors le point, 
A"B'' de concours de ces deu|;J 
droites sera i'uu de ceux de tan 
diuiie clkerctiee S. En réj>etiint' 
donc U même construction, mais 
en ayuiiL soin de varier ce qu'elle 
ollre d'arbilriiire , on obtiendra 
un nouveau point qui sera aussi 
sut' la direction de S , laquelle sa 
liuiivera ainsi' assujettie à passer 
par ces deux points. 



nEso 

On justifie aisément celle cons- 
I -truction du problème , en obser- 
' vaut qu'il ea lestilte que les deux 
f Iriangk-s dont les sommets sont 
jji, A', A" et B, B', h" sont tel- 
lement situes que les points C , 
i C, C" de concours des direc- 
[ fions de leurs d'étés correspoiidans 
I A'A" et B'B" , A"A el B"B, AA' 
jet BB'', âppartienttetiL tous trois 
L k une même droite -, d'où il ré- 
' suite , en vertu d'une proposition 
I Ëonntie (*) , que les droites AB, 
~;A'B' , A"B" qui joignent leurs 
«oinmets correspondans doivent 
concourir toutes trois en un même 
points S. 

Il importe de remarquer que , 

L quand bien même on ne pourrait 

' ^pas construire les droites AA' et 

I 3B^ , on n'en parviendrait pus 

' moins à ta détermination du point 

S; puisque, dans le cas ofi on ne 

peut pas mener une droite entre 

deux points, on peut néanmoins 

■(**J construire, avec la rîgle , tant 

de points qu'onvoudra du prolon- 

getaenl de cette droite. 



LUES. i^^ 

On justifie aîs(?menl cette cons- 
truction du problème , çn obser- 
vant qu'il en résulte que les deux 
triangles dont les côtés sont A, 
A' , A'' el B , B' , B^' sont lelle- 
raenl situés que les droites C , 
C', C^' qui joignent leurs sommets 
correspondans A'A" elB'B", A"A 
etB"B, AA'et BB' , concourent 
toutes trois en un m^me point ; 
d'où il résulte , en vepiu d'une 
proposition connue ('), que les 
point AB, A'B', A"B"' de con- 
cours des directions de leurs cô- 
tés corre^MHidans sont tous trois 
situés sur une même droite S. 

Il importe de remarquer que, 
quand bien même on ne pourrait 
pas construire les points AA' et 
BB' , on n'eu parviendrait pas 
moins à la détermination de la 
droite S ; puisque, dans le cas 
oii on ne peut pas prolonger 
deux droites jusqu'à leur point 
de concours, on peut néanmoins 
(•*) construire , avec la règle , tant 
de droites qu'on voudra qui con- 
courent en ce point. 



<•) Voyez la page aig du présent <•) Voye» la page aig du pr^Kot 
Votunte, a." i8 île droite, Toluuie , n." 17 de gauclie. 

(**) Voyez la page 320 du prëteat volume. 
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Ol'F.STIONS RESOt-TES. 



Ainsi, étant duntu's les quatrt? Ainsi, élaitl données les dirce- 

sommets d'un quadrilatère , dont tious des quatre cùt^s d'uu qoa- 

aucun des côtés uepeui être tract* , drilalère , dont aucun sommet ne 

on pourratoujutirs, avec Ja règle, peut ^Cre coustroit , on pourra 

construire les deux points que dé- toujours , avec la règle , construire 

terminent les directions de ses cô- les deux droites que déterminent 

lés opposes. ses sommets opposés. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorème de géomélrie, 

Ol trois téiraèdres sont tellement situés dans l'espace que les plans 
que de'lermiiient leurs sommets correspondans conconreni tons qnatre 
en un même point ; les points deconcours de li?urs faces correspoudaa- 
tes appartîeLdront tous quatre à un même plan et réciproquement. 

Problème de géome'trie* 

Construire dans l'espace un triangle semblable à un triangle donn^, , 
de telle sorte que l'un de ses sommets soit en un point donné 
et que les deux autres soient sur deux droites données, non sl-^ 
tués dans un m^me plan ? 

On suppose d'ailleurs qu'on indique à l'avance quel devra ^Ire ce- 
lui des trois sommets du triangle qui devra se trouver au pfd'wi 
donné et sur chacune des droites données. Aulremem , le prubtèiae 
oSrinût six cas. 



Fin du seizième volumz. 
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ERRATA 

Pour le seizième volume des Annales. 



ticB 5, ligne 8, premier 11 
Pag. 7 , pour toule la page 
page 10, ligne 8, S=o, $>= 
cligne 9, — ?'(«—«' 
Page i4,lisDe8,du rayon; 
Page 98 , ligne la , des y/— 



— les\,Y,X, S, S»', doivent Un 
a ; Usez : S^o , S'^o, 
iàet : çHc — c'). 
Itset : d'un rayon. 
; /iVer : de ^— i . 






Page 103, ligncB 3 et 7, — après (i) , a/ouCer: page 100. 

Ligne 8, — aprJi (2); ajouttt : page loi- 

- Page 104, ligne 8, en reinonlaut — après (3); ajoutez: page < 

f 
r„_„..i. ,..^ _ . /..... __. 

Formule (i5) ^ changez Us mois Sin. en Lim. 
Formule £16) — mimt changement. 
Page loG, ligne 3 , — la formule doit être numirotit (19). 
Page 107, formule Çi^) — /, ; lisez: f,. 

Même formule ^ Sin. j lises: Lim. 
lias de la page — la formule àoU être numérotée {17)- 
Maine formule — F i liset : v. 
Page 108, ligne 14 , — apris (3) ; ajoutez: page 98. 

Ligne 16,^ la formule (3); lisez: cette formule. 
PageigS.Iigne 10, — dZ; Usez : dZ, . > 
PagesiS, apris les nuindros 7 — introduisez ce ifui suit : 
8. Quatre plans , issus d'un même 8. Quatre points, situés dans us 
point de l'espace, di'terminentsix droi- mftme plan, déterminent six droites, 
tes, distribuées trois à troi» sur cea concourant trois à trois en ces qua- 
quatre plans. Ces sis droites délermi- tre points. Ces six droites détermi- 
neut trois nouveaux plans qui , k leur nent troii nouveaux poiuts qui , à 



3g6 CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

tour, déterminent trois noavelles droi- leur tour, détcrnânent trois nonveU 
tes. * - les droites» 

Page a50| formule (4) , numérateur du i.^' membre, •— t ; Usez: U 

Page 267, lignes i5 et 16 , — 'dont elle s*j trouTe; lisez : dont file 7 est» 

Page 3o6; ligne a y en remontant , <-^ m^sx ; lisez : u^=^ • 
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